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Chapitre 1

Ensembles : Roy Akiki

Exercice 1 : Soit E un ensemble ayant huit éléments :
E ={ai; as; as; as; as; ag; aryash
Soient A, B, C et D des sous ensembles de l’ensemble E :

A ={au; az; as; ar}
B = {ag; as; as; ag}
C = {ay; as; ag}
D = {ay;'as; ar}
a) Déterminer AUB, AUCy BUC, CUD, AUD et BUD.
b) Déterminer AN B, ANC, BAC, CND, AnDet BND.
c¢) Déterminer (AUB)UC et (ANB)NC.
d) Déterminer (AU B)NCet (AN B)UC.
)

Déterminer'les compléments dans £ des ensembles suivants :
A B, C, D, AUB;AUC, BUC, AnNB, AnC, BNC et DNC.

f) Déterminer les compléments dans E des ensembles suivants :

e

(AuUB)UC et (ANB)NC.
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Solution :

a) On a AU B = {ay; as; as; as; ar; ag}.
AUC = {a1; ag; ay; as; ag; ar}.
BUC = {ay; as; ay; as; as; ag}.
C'UD = {ay; as; aq; as; as; ar}.

AU D = {ay; as; as; as; ar}.
BUD = {ay; as; as; as; ar; ag}.

b) Ona AN B = {ay;as}; ANC = {asfsBNC=Has}; CND = 0;
AND =A{ay;a7}; BND={as}.

¢) On a AU B = {a1; ag; as; as; ar; ag} et € = {ay; as; ag}. Donc
(AUB)UC = {a1; ay; a3} ay; as; ag; ay; agy = E.
D’autre part AN B = {ag; a5} et € = {ay; as; ag}. Donc
(ANnB)NC ={as}.
d) On a AU B = {ay; as; as; as; ap; ag} et C = {ay; as; ag}. Par suite
(AUB)NC ={as}.
On a AN B = {ag;as} et C = {ay; as; ag}. Alors
(AN B)UC = {ag; a4; as; ag}
e) On a A = {ay;.a3; ag;.ar}. Donc
A= {as; as; ag; ag}.
On‘a B = {as; as;.as; ag}. Donc
B = {ay; ay; ag; ar} .
On a C'={ay;/as; ag}. Donc
C = {a; az; az; ar; as} -
On a D = {ay; as; ar}. Donc

D = {as; au; as; ag; as} .



On a AU B = {ay; as; as; as; ar; ag}. Alors
AU B ={ay; ag} .

On a BUC = {ay; as; ay; as; ag; ag}. Donc

BUC ={ay; ar}.
On a AN B = {ay;as}. Donc
ANB= {a1; az; ay; ag; az;/ag} .
Ona ANC ={as}. Donc
ANC = {a1; as; a3; as; ag; ar; as} .
On a BNC = {as}. Donc
BNC = {a1; asas; d4; ag} ar; as} -

Ona DNC =0. Donc

DN C = {ay; az;as; as; as; ag; ar; ag} .
f) Ona (AU B)UC ={ay; as; as; ay; as; ag; ar; ag} .. Donc
(AUB)UC =.
D’autre part(ANB) N C ={as} . Par suite
(ANBYAC = {a1; ay; as; as; ag; ar; as} .

[a)] Exercice 2 : Soit E'l’ensemble des diviseurs de 30 et F' ’ensemble des
diviseurs de 40.

1. Ecrire E et I’ en extension et en compréhension.
2. Déterminer les ensembles EU F et ENF

Solution :
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L’écriture en extension de E est représentée par ce qui suit :
E ={1; 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30} .
L’écriture en extension de F' est représentéepar ce qui suit :
F ={1;2; 4; 5; 8; 10; 20; 40} .
L’écriture en compréhension de E est'donnée par :
E ={z € N/ x est_un diviseur de 30} .
L’écriture en compréhension de F' est donnée par
F ={x € N/ z estun diviseur de 40} .
E U F est 'ensemble des éléments appartenant a £ ou bien a I alors
EUF ={1; 2; 3; 4; 5; 6; 8 10; 15; 20; 30; 40} .
E N F est 'ensemble des éléments appartenant a £ et F' a la fois donc
EnF ={1;2; 5; 10} .
Exercice 3 : On considere les ensembles suivants

K ={r e N;x < 20}
L'={x € N;z est pair}
M = {z & N;z multiple de 3}

a) Ecrire K en extension.
b) Déterminer les ensembles K N L et (KNL)NM
Solution :

a) Comme K = {zr €N; x < 20} alors I’écriture de l’ensemble K en
extension est donnée par :

K ={0;1;2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20}

b) L’ensemble L défini en compréhension peut s’écrire en extension sous
la maniere suivante :

L ={0; 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; 16; 18; 20......}



Alors I'ensemble d’intersection de K et L est donnée par :
KnL={0;2;4; 6;8; 10; 12; 14; 16; 18}

De plus M = {0; 3; 6; 9; 12; 15; 18; 21; 24; 27; 30; 33.......... } par suite
(KNL)ynM ={0; 6; 12; 18}.

Exercice 4 : Soient A, B et C trois points d’'un méme plan (P). On désigne
par E I'’ensemble des points équidistants des deux points A'et B et par
F T'ensemble des points équidistants des deux points B et C.

a) Ecrire les ensembles E et F' en compréhension:

b) Donner une interprétation géométrique de F et F.

c) Dans quel casona £ = F

d) Dans quel cas on a ENF = ().

e) Dans quel cas I'ensemble F' N F' contient un seul élément ?
Solution :

a) L’écriture en compréhension des ensembles E et F' est donnnée par :

E={M e (P))MA= MB}
F={Meg (P)) MB=MC}

b) E représente la médiatrice (d) du segment [AB] dans le plan (P) et F
représente la médiatrice (d’) du segment [BC] dans le plan (P)

¢) Pour que E soit égal a F' il faut que le point A soit confondu avec le
point C'.

d) Si E et F sont disjointsalors (d) et (d') ne se coupent pas donc (d) et
(d') sont paralléles par suite les points A, B et C' sont alignés.

e) Si E ML contient un seul élément alors (d) et (d') se coupent en un
seul point, donc A, B et C' sont non colinéaires.

Exercice 5 : Ecrire en extension les ensembles suivants :
1) A= {z € N/ z x est/un diviseur de 28}

3

)
)
)

2) B={x € N*/ x est un multiple de 4 et z < 52}

C={yeZ/1< |yl <5}

4) D={z€Z/ |r+3] <5}
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5) E={te€Z / |t| est un diviseur de 12}

Solution :

1) A={1;2;4;7; 14; 28}

2) B ={4; 8; 12; 16; 20; 24; 28; 32; 36; 40; 44; 48; 52}

3) Onsait que C ={ye€Z /1< |y| <5}
De plus |y| = 3 donne y =3 ouy = —3; |y| =4 donne y =4 ou y = —4;
ly| =5 donne y = 5 ou y = —5.
Par suite C' = {—5; —4; —3; 3; 4; 5}.

4) On remarque que

D={x€Z/ |x+3| <5}
={reZ) —5<x+3<5}
={reZ/ —8< <2}
={-T; —=6; =5; —47=3y —2; —1; 0; 1}

5) F={-12; —6; —4; —3; =2;=1; 1; 2: 3; 4; 6; 12}

Exercice 6 : On donne l'ensemble £ = {z € N / o < 24}.
On considere les sous ensembles de E définis par :

A ={x € E /x est multiple de 3}
B=A{ac E /x est pair}
C={zxe B/ |z—4+7<12}

1. Ecrire en extension les ensembles A, B et C.

Ecrire en extension les ensembles AN B, ANC, BNC, An(BUC(C),
(APBYU(ANC),Au(BNC),(AUB)N(AUC),A, B,C.
Comparer AN(BUC) et (ANB)U(ANC).

Comparer AU (BNC)et (AUB)N(AUC).

Comparer AUB et AN B.

Comparer AN B et AU B.

Vérifier que

o

NS Otk w

card (AU BUC) = card(A) + card(B) + card(C) — card (AN B)
—card(BNC) —card(ANC)



Solution :

1. Ona A= {z € E / x est un multiple de 3} ce qui donne son écriture en
extension : A = {0; 3; 6; 9; 12; 15; 18; 21; 24}.
De plus B = {0; 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; 16; 18; 20; 22; 24} est I’écriture en
extension de I’ensemble B.
Enfin,ona C ={r € E / |x — 4|+ 7 < 12} défini en compréhension me
permet d’écrire

C={rcE/|v—4 <5}
={reF/ —-b<zx=4<5}
={zelb/ —-1<z<9}
= {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 74 8}

2. OnaANB ={0; 6; 12; 18; 24} ; ANC ={0;3; 6} ; BNC = {0; 2; 4; 6; 8}.
On a BUC = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 10; 125 14;/16; 18; 20; 22; 24} ce
qui donne a la suite :

AN(BUC) =H0; 3; 6; 12; 18; 24} .

Ona (ANB)U(ANC) ={0; 3; 6; 12;.18; 24}.

D’autre part AU (BN C) ={0;2; 3; 4; 6;8; 9; 12; 15; 18; 21; 24}.
Déterminons (AU B) N (AU C).

En fait AUB = {0; 2; 3; 4; 6; 8; 9;°10; 12; 14; 15; 16; 18; 20; 21; 22; 24}.
De plus AUC = {0; 1; 2; 3; 4, 5; 6; 7; 8; 9; 12; 15; 18; 21; 24}.

Ce qui donne (AU B) N (AU C) ={0; 2; 3; 4; 6; 8; 9; 12; 15; 18; 21; 24}
Ona A=1{1;2;3;4;5 6; 7; 8 10; 113.13; 14; 16; 17; 19; 20; 22; 23}
B ={1;3;5;7;9; 11; 13; 15; 17; 19; 21; 23}

Enfin C' = {9; 10; 11; 12; 13;.14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 23; 24}.

3. En comparant les ensemblestAN(B U C') et (AN B)U(AN C'), on remaque
que les deux ensembles sont' formés des mémes éléments, il s’ensuit que :
AN(BUC)Y=(ANB)U(ANC)

4. En comparant les ensembles AU(BNC) et (AU B)N(AUC), on remaque
que les deux ensembles sont formés des mémes éléments, il s’ensuit que :
AUu(BNC)=(AuB)Nn(AUC)

5. Ona AU B ={1; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23}

De méme AN B = {1; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23}.
Il s’ensuit que AU B = AN B.




10 CHAPITRE 1. ENSEMBLES : ROY AKIKI

6. Ona ANB=1{1;2;3;4;5;7; 8 9; 10; 11; 13; 14; 15; 16; 17; 19; 20; 21; 22; 23}.
De plus AUB = {1; 2; 3; 4; 5; é; 9; 10; 11; 13; 14; 15; 16; 17; 19; 20; 21; 22; 23}.

7
On en conclut que AN B = AUB car ils sont formés des mémes éléments.
4

7. Ona AUBUC ={0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 12; 14; 15; 16; 18; 20; 21; 22; 24}.
Par suite card (AU B U C) = 20.
De plus card(A) = 9; card(B) = 13; card(C) =9; card(AN B) = 5; card(AN
C)=3et card(BNC) =5.
Par ailleurs

card(A) + card(B) + card(C) = card (AN B)'— card (AN C)
—card (BN C) + card (AN BNC)
=9+13+9-5—-3-5+2

=31-5-3-5+2

=20

Ce qui montre que

card (AU BUC) = card(A) + card(B) + card(C) — card (AN B)
—card (A0 C) —card(BNC) 4+ card(ANBNC).

Exercice 7 :
On donne I'ensemble E'= {6;'8; 9; 12; 16; 18; 20; 21; 24; 27; 28; 36; 39; 48}.
On considere les trois sous-ensembles I, J et K de E définis par :
I={zxec B /x=3touteN}
J={x€eFE /x=4touteN}
K ={zx € E / x multiple de 2}

. Eecrire I, J et dC en extension.

/Déterminer INJ, INK; JNK; (INJ)UK; INKU(JNk).

1
2
3. Comparer TUK et INK.

4. Déterminer Vensemble P(K) des parties de K.
5. Trouver le cardinal de P(K) par deux méthodes différentes.

6. Donner une partition de K formée de trois sous ensembles de K

Solution :
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l.Onal={rxe€FE /x=3touteN}.Donc
I =1{6; 9; 12; 18; 21; 24; 27; 36; 39; 48}
J={rx€eE /x=4tout e N} . Donc
J = {8; 12; 16; 20; 24; 28; 36; 48}
K ={z € £/ x multiple de 2}. Donc
K = {6; 8; 12; 16; 18; 20; 24; 28; 36; 48}
2. L’intersection des sous ensembles I et .J est donnée par :
InJ ={12; 24; 36; 48}
Ona K = {9; 21; 27; 39}. Deplus L = {6; 9; 12; 18; 21; 24; 27; 36; 39; 48}.
Ce qui donne I N K = {9; 21; 27; 39}.
Il s’ensuit que I N K = {6; 8; 12;'16; 18; 20; 24; 28; 36; 48}.
On a J = {6; 9; 18; 21; 27; 39}.
Par ailleurs K = {9; 21; 27; 39} par suite J N K = {9; 21; 27; 39}.
On a I'NJ = {12; 24; 36; 48} ‘et K ={9; 21; 27; 39} donc
(INJ)UK ={9:12:.21; 24; 27; 36; 39; 48}

On a INK = {6; 8;12; 16; 18; 205:24; 28; 36; 48}.
De plus J N K = {8; 12; 16; 20; 24; 28; 36; 48}. Ainsi

INKU(JNK)={6;8; 12; 16; 18; 20; 24; 28; 36; 48}

3. Le complémentaire de I dans E est donné par : T = {8; 16; 20; 28}.
En outre K =H6; 8; 12; 16; 18; 20; 24; 28; 36; 48}. on obtient

TU K = {6; 8; 12; 16; 18; 20; 24; 28; 36; 48}

En comparant les ensembles I N K et U K, on remarque que les deux
ensembles sont égaux car ils sont formés des mémes éléments. On en
conclut que : TUK =INK
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4. Ona K = {9; 21; 27; 39} alors I'ensemble des parties de K est donné par :
P(K) ={0; {9}; {21}; {27} {39}; {9;21}; {9;27}
{9;39}; {21;27}; {21539} {27:39}; {9;21; 27}
{9;27;39}; {9;21;39}; {21;27;39}, K}

5. Premiere méthode pour calculer card (P(?)) :On a card(K) = 4 donc

card (P(F)) = geard(K) — 94 — 1,
Deuxiéme méthode : Le cardinal d’un ensemble n’est autre que le
nombre d’éléments qui le constitue ce qui donne card (P(F)) = 24.

6. {9;21}; {27} et {39} forment une partition de K car leur réunion est
égale a K, ils sont disjoints deux a deux et chacun de ces sous-ensembles
est non vide.

Exercice 8 :

Soient les ensembles suivants définis en compréhension :
E={zxeZ ]2x+4> 0et 3z — 15 <0}
F={zeZy/ |2+ 1| < 3}
G={re /& —1)(92* - 36) =0}

1. Ecrire | F et G en extension.
2. En déduire que F et G'sont des sous-ensembles de F.
3. Déterminer F MG et FAG.
4. Compléter par €, ¢ C ¢
a. {—2; =1} P(E)
b. {—2;—1} s F
¢ {5;6}.....cc.cs P(E)
d. {1;23;4}ueit... E
e. {=1;0;1}........... P(F)
Solution :

1. Onsaitque E={x €Z / 2x+4 >0 et 3z — 15 < 0} ce qui nous permet
d’écrire :
E={xe€Z)x>2ecta<b}={xecZ/ —2<z<5}
={-2; —1; 0; 1; 2; 3; 4; 5} 1'écriture en extension de E
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Ona F={ze€Z/ |2v+ 1] <3} ce qui nous permet d’écrire :

F={xeZ/ —-3<2x+1<3}
={reZ | —4<2x<2}
={reZ /) -2<z<1}
={-2 -1 0; 1}

OnaG={xeZ/ (z*—1)(92? — 36) = 0} ce qui-nous donne

G={z€Z/9(r—1)(x+1)(z+2)(x—2) =0}
={re€eZ/r=1oux=—-1oux=—-20uzx=2}
={-2; -1; 1; 2}

2. On remarque que F' est un sous-ensemble de E' car tous les éléments de
F sont des éléments de F et G est un sous-ensemble de E car tous les
éléments de G sont des éléments de E.

3. On a G = {—2; —1; 1; 2} alors le.complémentaire de G dans FE est donné
par G = {0; 3; 4; 5}.
De plus, on a F' = {—2; —1; 0; 1}, il en résulte F N G = {0} ce qui donne
FNG={-2—1;1;2; 3; 4; 5}.
Pour déterminer F'NG, on remarque que F' = [—2; —1; 0; 1} ce qui donne
F=1{2;3;4; 5}.
De plus on a G = {0; 3; 4;55} ce qui induit F NG = {3; 4; 5}.

4. a. {-2;-1} € P(E)
b. {-2;-1} C F

. {5:6} ¢ P(E)

AL 2,34} CE

A-1;0;1} € P(F)

Exercice 9 :

On donne l'ensemble E = {t; 1; 3; 5; 7; 9; 13} et les deux sous-ensembles :
I={t;1;5;7}; et J={1;5;9; 13}

1. Déterminer I N J et I U .J. Que peut-on déduire ?
2. Déterminer T U J et I N J. Que peut-on déduire ?

[oF N e)

)

Solution :



14

CHAPITRE 1. ENSEMBLES : ROY AKIKI

. OnalnJ={1;5}. Donc INJ={t; 3;7;9; 13}.

Onal={3;9; 13} et J = {t; 3; 7} ce qui donne TU J = {¢; 3; 7; 9; 13}.
On en conclut que INJ =TUJ.

OnaluJ={t1;5;7;9; 13} alors I U J =4{3}.

De méme I NJ = {3}. On en conclut que TU J =N J.

Exercice 10 : Les parties 1, 2 ,3 et 4 sont indépendantes:

1.

Dans un groupe de 400 éleves, 250 parlent le Francais et 200 parlent I’An-
glais. Combien d’éleves peuvent parler a la fois I’Anglais et le Francais?

. Si S et T sont deux ensembles tel que S renferme 21 éléments, T' possede

32 éléments et S NT contient 11 éléments. Combien d’éléments renferme
SJUT?

Détermine 'union et 'intersection des ensembles suivants :

A ={z € N; z est un diviseur de 12}

B = {z € N; z est un multiple de 4 inférieur ou égal & 16}

On donne I'ensemble de référence £ = {z € N /14 < z < 27},
On considere les deux sous ensembles de F définis par :

A ={z € E; x est pair}
B = {z.€ E; x est un carré parfait}

Trouver le complément de P'union des ensembles A et B et le complément
de leur intersecion.

Solution :

1.

Soit H I'ensemble des éleves qui parlent le Francais et E I’ensemble des
éleves qui parlent I’Anglais.
On a card(H U E) = 400; card(H) = 250 et card(E) = 200.
Par ailleurs card(H U E) = card(H) + card(E) — card(H N E), il s’ensuit
que :

400 = 250 4 200 — card(H N E)

400 = 450 — card(H N E)

card(H N E) = 450 — 400 = 50
Par suite, il y a 50 d’éleves qui peuvent parler a la fois I’Anglais et le
Francais a la fois.



15

2. Ona A={1;2;3;4;6; 12} et B ={0; 4; 8; 12; 16}.
Il en résulte que AU B = {0; 1; 2; 3; 4; 6; 8; 12; 16} et de plus AN B =
{4; 12}

3. On a card(S) = 21; card(T) = 32 et card(SNT) = 1L
D’autre part, on sait que card(S U T) = card(S) + card(T) =.card(SNT)
ce qui donne card(SUT) = 21 4+ 32 — 11 = 42, par suite 'ensemble’S UT
contient 42 éléments.

4. On sait que £ ={z € N/ 14 <z < 27}.
Donc E = {14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 23; 24; 25; 26; 27}.
D’autre part, on a :

A ={zx € E; x est pair} = {14; 16; 18; 20; 22; 24; 26}
Egalement, on a :
B ={x € E; x est un carré parfait} = {16; 25}
Il s’ensuit que AU B = {14; 16; 18;20;22; 24; 25; 26} ce qui donne :
AU B = {15; 17; 19; 21; 23; 27}
Enfin, on a AN B = {16}, il en résulte que :
AN B = {14;,15; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 23; 24; 25; 26; 27}

Exercice 11 :On considere les ‘ensembles suivants :
E={z eN; <15}
A = {x € N; @ est un multiple de 4 inférieur a 15}
B = {z € N; x est divisible par 3 et inférieur a 15}

1. Ecrire A, B et I/ en_extension

2. En déduire que A; B sont des sous ensembles de E.

3. Ecrire en extensionles ensembles suivants : ANB, AUB, AUB, ANB, A, B,
ANB, AUB

4. Comparer les ensembles AU B et ANB

Solution :

1. Ona E={0; 1; 2;
De plus A = {0; 4;

3;4; 5;6; 7; 8, 9; 10; 11; 12; 13; 14}.
8; 12} et B = {0; 3; 6; 9; 12}.

5
2} e
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2. On remarque que tous les éléments de A sont des éléments de E et tous
les éléments dee B sont des éléments de £. Donc A et B sont des sous
ensembles de E.

3. Ona AUB ={0; 3; 4; 6; 8 9; 12}. et AN B = {0; 12}.
Il en résulte que AU B = {1; 2; 5; 7; 10; 11; 13;/14}.
De méme AN B ={1;2; 3;4; 5;6; 7; 8 9; 10;,11; 13; 14}.
D’autre part A = {1; 2; 3; 5; 6; 7; 9; 10; 11; 13; 14}
et B={1;2;4;5;7;8;10; 11; 13; 14}
Il en résulte que que AN B = {1; 2; 5; 7; 10; 11; 13; 14}.
De méme AU B = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8, 9; 10; 115:13; 14}
4. Ona AUB = {1; 2; 5; 7; 10; 11; 13; 14}.
En outre AN B = {1; 2; 5; 7; 10; 115 13; 14}.
Il s’ensuit que AU B = AN/B car ils sont formés des mémes éléments.

Exercice 12 : Le diagramme ci-dessous représente les ensembles E, A, B et
C ou FE représente I'ensemble de référence.

1. Ecrire les ensembles E, A, B et C en extension.
2. Déterminer AN B, ANC et AU B.

3. Détermine et compare les 2 ensembles suivants AN (B UC) et
(ANB)U(ANCQC).
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Ecrire en extension les ensembles A, B et C.
Ecrire en extension AN B et AU B. En tirer une conclusion.
Peut-on trouver le complémentaire de C' dans A ? Justifier votre réponse.

Compléter les pointillés avec le symbole convenable :

Solution :

1.

Ona F=1{1;2;3;4;5;6;7; 8 9; 10}

A={1;2;4;5}, B={2;3;5;6;9} et C={4:5,6;7}

Ona ANB={2;5}, AnC = {4; 5}

De méme AU B = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 9}.

Ona BUC = {2;3;4;5;6; 7,9} et A ={1;2;4;5}. 1l en résulte que
AN(BUC) =1{2; 4; 5}.

D’autre part, on a AN B = {2;6}et ANC = {4; 5}.

Alors on obtient (ANB)U (ANC) ={2; 4,5}

On conclut que (ANB)U(ANC)=AN(BUC).

Ona A=1{1;2;4;5} donc A= {3; 6;7; 8 9; 10}.

De plus, on a B = {2; 3; 5; 6; 9} donc B'= {1; 4; 7; 8; 10}.

Enfin, on a C' = {4; 5; 6; 7} donc.C = {1; 2; 3; 8; 9; 10}.

Ona ANB=1{2;5} donc AnB =41, 3;4;6; 7, 8;9; 10}.

D’autre part, on a A = {3; 6; 7; 8; 9; 10} et B = {1; 4; 7; 8; 10}.

Il en résulte que AU B = {1;3; 4; 6; 7; 8; 9; 10}.

On pourra conclure que AUB = A N B ¢ar ces deux ensembles sont formés
des mémes éléments.

Non, on ne peut pas trouver le complémentaire de C' dans A car C' n’est
pas inclus dans A.

2,5¢N/ N2eR, —5¢Z, Z¢N QcCR.

Exercice 13 : Soient A et B 2 parties d’'un ensemble non vide E vérifiant les
conditions suivantes :

AUB=1{1;2;3;4;5;6;7,8;,9;10; 11}, AnNB={4;5;6; 11} et A— B =
ANB=/1{7;8;9; 10}.

Déterminer A et B en extension.
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Solution :
En utilisant le diagramme de Venn, on pourra déterminer ’écriture en ex-
tension des ensembles A et B.

On retrouve A = {4; 5; 6; 7; 8; 9;/10; 11}
De méme B = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 11}.

I

)

Exercice 14 : Déterminer I"'ensemble A défini en compréhension par :

~1_1
A:{xER/erlZz}

Solution : On a
r—1 1 x—1 1
>

= —— >0
z+ 17 2 r4+1 2~
2m—2—x—1>0 - r—3 >0
2@ +1) 2x +1) —

(x=3>0etz+1>0) ou (x—3<0etz+1<0)

(x >3eta>—1) ou (r<3etz<—1)

(x € [3;+o0[ et x €] — 1;+00[) ou (z € —00;3] et z €] — o0; —1])
(x € [3;4+00[N] — 1;400[) ou (x €] —o0;3]N] — o0; —1])

x € [3;4+00[ ou x €] — o0; —1]

x €] — 00; —1[U[3; 00|

te e
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Par suite A={z € R / x €] — c0; —1[U[3; +oo[}

Exercice 15 : En utilisant le diagramme ci-dessous :

1. Ecrire les ensembles A, B et E en extension.

2. Ecrire les ensembles A et B en compréhension.

3. Ecrire en extension A, B,ANB,AUB,ANB,ANB,AUB.
4. Trouver le cardinal de P(A)/puis P(A).

Solution :
1. Ona A=1{1;2; 3; 6} , B=1{0;2; 4; 6; 8}.
Enfin £ ={0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}.
2. Les écritures en compréhension.de A et B sont données par :
A ={z € E/ z est un diviseur de6}.
De méme B = {x € B/ x est pair}
3. Ona A={0;4; 5, 7;8 9 et B={1;3;5;7; 9}.
De plus ANB=42; 6} et AUB = {0; 1; 2; 3; 4; 6; 8}.
Pour déterminer AN B; on remarque que A = {0; 4; 5; 7; 8; 9} et de plus
B = {0; 2; 4; 6; 8}. Ce qui donne AN B = {0; 4; 8}.
Pour déterminer AN B, on remarque que A = {0; 4; 5; 7; 8; 9} et de plus
B =1{1;3;5; 7; 8}. Ce qui donne AN B = {5; 7; 9}.
Enfin, pour déterminer A U B, on remarque que AUB = {0; 1; 2; 3; 4; 6; 8},
il en résulte que : AU B = {5; 7; 9}.
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4. On a A ={1; 2; 3; 6} donc card(A) = nombre des éléments de A = 4.
Par ailleurs card (P(A)) = 2°¢744) ainsi on obtient card (P(A)) = 2* = 16.
Déterminons maintenant P(A) I'ensemble des parties de A.

P(A) ={0; {1}; {2}; {3}; {6}; {L;2}; {1;3}
{1;6}; {2;3}; {2;6}; {3;6}; {1,233}
{1;2;6}; {1;3;6}; {2;376}, A}

Exercice 16 : Répondre par Vrai oi Faux. Justifier votre réponse.

a. 1,5 est un nombre irrationnel.

b. NC Z*.

9
 ZeD.
“%

d. card(P(0)) =0

e. Q est I'ensemble des nombres. irrationnels.

f. L’ensemble des solutions“dans'N de l'équation 22 — 5 = 0 est A =
{~V5:v5}.

Solution :

a. Faux, 1,5 est un nombre rationnel car ¢’est un nombre illimité periodique.

b. Faux car 0 € N mais 0 ¢ Z*.
4
c. Faux car - = — =10,4
5 10
d. Faux car card (P(0)) =240 = 20 = 1,
e. Vrai” Q est 'ensemble des nombres irrationnels.

f. Faux car Iéquation 22> — 5 = 0 n’admet pas de solutions dans N, elle
possede 2 solutions dans R : —+v/5 et /5

Exercice 17 Les questions A, B et C sont indépendantes. A) Déterminer x
et y dans les cas suivants :

L A{1;2;2+1;6} ={4; 2; 1; y}
2. {3; z; 6; 20; 14} N {5; 6; 20; 10} = {y; 6; 10}
3. {11; 12; 13; 14} U {z; 12; 15} = {y; 12; 6; 11; 13; 14}
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VO R

Lo (—1; 1}

Qoo R*

{1;2; 3; 4} oo {2; 3; 4}
)

{1; 2} ... R

C) Soit A un sous ensemble de E, on note par A le complémentaire de A
dans E. Déterminer les sous ensembles suivants:

a. (AUE)NA

b. (AUA) N0

c. (EnA)u (EUA)
Solution : A)

a. {l; 2,2+ 1; 6} = {4 2; 1; y}.

On sait que ces deux ensembles sont égaux s’ils sont formés des mémes
éléments. Alors x + 1 = 4 soit & = 3 et y = 6.
b. On a {3; x; 6; 20; 14} N {5; 6; 205,10} = {y; 6; 10}. Alors x doit étre

nécessairement égal a 10 et y doit étre nécessairement égal a 20.
c. On a {11; 12; 13; 14} U fx;12; 15} = {y; 12; 6; 11; 13; 14} donne z = 6

ety=>5

B) 0 C{3; 4}
{-1,, 1} CZ"
2 g N

3
{2} c {1; 2}
NgZNNZ*
{—2; 7; \/§} C Z

V2ER

le{-1;1}

Q¢Z R

{1; 2 3,4 £ {2; 3; 4}
e P

{1;2}.CR
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C)

l1.Ona (AUE)NA=ENA=A4

2. (AUA)NO=END=0

3. (ENA) U (EUA)=AU@UA) =AUA=E

Exercice 18 : Ecrire les ensembles suivants.en extension et déterminer le
cardinal de chaque ensemble.

1. A={n € N; n est impair et n <25}
B={neN; 10 <n <19}

C={nez, In+2 <3}

D = {n € N; n est pair et 81 <.n <103}
E={neN; 100 < n < 119 et n multiple de 3}
F={neN; n>10etn <15}

G ={n € N; n divise 72}

8. H:{neN; 22’“<511}

k=1

4
glz{neN;n+4€Z}

n —

SO o e W

Solution :
1. A={1;3;5; 7;9; 11; 13; 15; 17; 19; 21; 23} Alors card(A) = 13.
2. B ={10; 11; 12; 13; 14; 15;16; 17; 18} alors card(B) = 9.
3. On a

C={n€Z In+2|<3}={neZ -3<n+2<3}
={n€Z, -5<n<1}={-4;-3; -2, —1; 0}

Ce quirdonne card(C) = nombre d’éléments de C' =5
4. On a

D = {n € N; n est pair et 81 < n < 103}
= {82; 84; 86; 88; 90; 92; 94; 96; 98; 100; 102}

Par suite card(D) = nombre d’éléments de D = 11
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5. Ona E={neN; 100 < n < 119 et n multiple de 3}.
Donc E = {102; 105; 108; 111; 114; 117}.
Par suite card(E) = nombre d’éléments de E = 6.
6. Ona F={neN; n>10et n <15} = {10; 11; 123 13; 14; 15}.
Par suite card(F') = nombre d’éléments de F' = 6.
7. On a G = {n € N; ndivise 72} = {1; 2; 3; 4; 6; 8;:9; 12; 24; 36; 72}
Ce qui donne card(G) = nombre d’éléments de G = 11.

8. OnaH = {n eN; ZQ"" < 511} = {1; 2; 3; 4; 5;6; 7; 8}. Il s’ensuit
k=1

que card(H) = nombre d’éléments de H = 8.
9. On a
4 —14
ntlez o P8 g Ll € Z# n— 4 divise8
n—4 n—4 n=4

s n—4=Floun—4=+2oun—4==+4oun—4==+8

S n=5%oun=3oun=6oun—=2oun=8oun=0oun=12oun=—4

Alors I ={—4; 0; 2; 3; 5; 6; 8; 12} et'card(l) = 8.

Exercice 19 : Une enquéte portantssur trois langues vivantes (anglais, espa-
gnol et russe) aupres d’étudiants @ donné les résultats suivants :

300 étudiants parlent au moins l'anglais.

250 étudiants parlent au moins I'espagnol.

150 étudiants parlent aumoins le russe.

100 étudiants parlent au moins I'anglais et ’espagnol.
75 étudiants parlent au moins-l’anglais et le russe.

50 étudiants parlent au moins 1’espagnol et le russe.
20 étudiants parlent les trois langues vivantes.

5 étudiants ne parlent aucune des trois langues.

. Construire un diagramme de Venn représentant cette situation (aucune

justification demandée).

2. Déterminer le nombre d’étudiants interrogés dans cette enquéte.

w

. a. Quel est le nombre d’étudiants qui parlent 'anglais et le russe mais pas

I’espagnol 7
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b. Quel est le nombre d’étudiants qui parlent au moins une des trois
langues vivantes ?

c. Quel est le nombre d’étudiants qui parlent en méme temps I'anglais et
le russe ?

4. Combien d’étudiants parlent exactemnent une langue étrangere ?

Solution :

1. On désigne par A I'ensemble des étudaints qui parlent1’Anglais , £ 1'en-
semble des étudiants qui parlent ’espagnol et R I’ensmeble des éleves qui
parlent le russe. Alors le diagramme de Venn représentant la situation est
donné par ce qui suit :

E
a

P ——, T e

120

pun ]
i —
45 B
- — =

2. On calcule 145 + 80 + 20 + 55 4 30 + 120 4+ 45 = 500. Alors il y a 500
étudiants interrogés par cette enquéte.

3. a. D’apres le diagramme de Venn établi, 55 étudiants parlent I'anglais et
le russe mais pas ’espagnol.

b.. Comme il y a 500 étudiants interrogés par cette enquéte et 5 étudiants
ne parlent aucune des trois langues vivantes. En calculant 500—5 = 495
on trouve que 495 étudiants parlent au moins une des trois langues
vivantes.

c. D’apres le diagramme de Venn établi, 75 étudiants parlent 'anglais et
le russe en méme temps.

4. On a 120 étudiants qui parlent uniquement ’espagnol, 145 étudiants qui
parlent uniquement 1’Anglais et 45 étudiants parlent uniquement le Russe.
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En calculant 120 + 145 + 45 = 310, on trouve que 310 étudiants parlent
exactement une langue étrangere.

Exercice 20 : Lors d'une étude sur les voyages des éleves en Europe, 363 ont
été interrogés sur leur voyage en Espagne, Angleterre et Italie.

180 éleves ont séjourné en Espagne, 192 en Angleterre et 199 en Italie.
103 éleves ont au moins séjourné en Espagne et en Angleterre.

105 au moins en Italie et en Angleterre et 123 an moins.en-Italie et en
Espagne.

73 éleves ont séjourné dans les trois pays.

. Construire un diagramme de Venn décrivant la situation:

. Détermine le nombre d’éleves

a. qui ont séjourné uniquement en Espagne.
b. qui ont séjourné uniquement en Italie et en Angleterre.

c. qui ont séjourné dans aucun des trois pays.

Solution :

1.

On désigne par F l'ensemble des éleves qui ont séjouré en Espagne, A
I’ensemble des éleves qui ont séjourné en Angleterre et I 1’ensmeble des
éleves qui ont séjourné en Italie. On obtient alors le diagramme de Venn
suivant :

A 7
\/
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2. a. D’apres le diagramme de Venn, on remarque que 27 éléves ont séjourné
uniquement en Espagne.

b. On remarque également qu’il y a 32 éléves qui ont séjourné uniquement
en Italie et Angleterre.

c. En calculant 363 — (274 30+ 73+ 50+ 57 + 32 +44) = 363 — 313 = 50.
On trouve qu’il y a 50 éleves qui n’ont séjourné dans aucun des trois

pays.

Exercice 21 :
1. Définir les ensembles suivants en extension :
a. A={r €Z; 10 <z <17}
b. B={z €Z; 2* <24}
c. C={x€Z; 6x*+2—1=0}
(Indice : 62> +x — 1 = 3z — 1)(22+ 1))
d. D={reR; 622 +@~1=0}
2. Définir les ensembles suivants en compréhension :
a. E={1;2; 7, 14}
b. F'={2;5;8; 11;14; 17.....s }
111 1 1
C.G:{1;2;4;8;T6;32 ............ }
Solution :
1. a. A={10; 11;/12; 13; 14; 15; 16; 17}
b. B={-4; =3; —=2; —1; 0; 1; 2; 3; 4}
c. Ona
62°+z—-1=0 < Bz—-1)(2z+1)=0
< 3r—1=0o0u2zxr+1=0
1

Rt = — = ——
T 30111' 5

1 1
On remarque que 3 et 5 ne sont pas des entier relatifs alors C' = ().

11
d. D’apres la question précédente, on a D = {—2; 3}

2. On va écrire les ensembles F, I’ et G en compréhension.
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a. £ ={x € N; z est un diviseur de 14}
b. F={3n+2; n e N}

1
C. G:{%;nEN}

Exercice 22 : On note E = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}.

On considere les deux sous ensembles de F suivants :

A={0;2; 3; 5; 8} et B=1{2; 3; 4; 5; 6; 9}.

Détermine les ensembles AN B, AUB, A, BA— B, et B— A

Solution :

On rappelle que la différence de A et B est 'ensemble des éléments apparte-
nant a A mais n’appartenant pas a B. On la note par A — B

Ona A={0;2;3;5; 8 et B=1{2;3;4;5;6; 9}. Donc AN B ={2; 3; 5}.
De plus, on obtient AU B = {0; 2; 3; 4; 5; 6; 8; 9}.

Le complémentaire de A dans E est donné par A = {1; 4; 6; 7; 9}.

Le complémentaire de B dans E est donné par B = {0; 1; 7; 8}
Enfin A — B ={0; 8} et B— A ={4;6; 9}

Exercice 23 : Les 28 éleves d’'une classe jouent tous au moins un des instru-
ments de musique : violon, guitare, piano.

e 16 éleves jouent de la guitare:

5 éleves jouent du piano seulement.

6 éleves jouent du piano.et du wiolon.

3 éleves jouent de la guitare et du piano seulement.

12 éleves jouent 2 instruments.

2 éleves jouent les trois instruments.

a. Combien'd’éleves jouent du violon et de la guitare?

b. Combien d’éleves ne jouent pas au piano ?
J p p

Solution :

1. On désigne par G I'’ensmble des éléves qui jouent du Piano, P ’ensemble
des éleves qui jouent du piano et V l'ensmeble des éleves qul jouent
du violon . On obtient le diagramme de de Venn suivant a la suite des
informations données :
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W

D’apres le diagramme de Venn, on retrouve que 7 éleves jouent du
violon et de la guitare:

2. 12 éleves ne jouent pas au piano (on calcule 64543 = 14 pour répondre
a la question).

Exercice 24 : Soit C' l'ensemble des carrés, L ’ensmeble des losanges, P
I’ensemble des parallélogrammes, R 1’ensmeble des rectangles, T' ’ensmeble
des trapezes, () I'ensemble des quadrilateres.

1. Ecrivez toutes les inclusions pessibles entre ces ensembles.
2. Que peut-on dire de LN R 7 Justifier.

3. Représentez tous ces ensembles sur un méme diagramme.
Solution :

1. Les inclusions possibles entre ces ensembles sont :
cc@Q,LcQ, PcQ, RcQ, TcQ, CcP, LCP, RCP,
CCR,CcClL

2. On peut dire que I'ensemble L N R est égal a C' car tout carré est a la fois
rectangle et losange.

3. On représente les ensembles notés dans la donnée par le diagramme de
Venn ci-dessous :
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Chapitre 2

Droites dans un«repeére : Roy
Akiki

Exercice 1 :
Donner une représentation. paramétrique de la droite (D) définie par les
conditions suivantes :

a) (D) passe par A(2;—3) et a’'comme vecteur directeur 7(—3; 2)
b) (D) passe par les points A(=3;4) et B(4; —1).
2

c¢) (D) passe par A(3;—2) et a pour coefficient directeur m = =*.

Solution :
a) M (x;y) un point quelquonque de (% si et seulement si les vecteurs AM

et sont colinéaires soit AM = t AB ou t est un parametre réel avec
RS _ _ r—2\ -3 L = =3t+2
AM (x—2; y+3) et7(—3,2) donc < y— ) =t ( 5 ) smt{ y = 2—3

—
b) M (&;y) un point quelquonque de (D) si et seulement si les vecteurs AM
et AB sont celinéaires soit AM = lﬁ ou [ est un parametre réel avec

_4 . o r+3\ 7 . r = 7-3
AM(x+37y—4)etz@(7, 5)donc<y_4>—l(_5>801t{y = —5l+4

¢) L’équation de la droite (D) est de la forme y — yq4 = m(x — x4) avec
=2 ce qui donne y +2 = Z2(z — 3) soit 22 + 3y = 0 par suite le vecteur
directeur de (D) est 7(—3; 2).

—
M (z;y) un point quelquon%> de (D) si et seulement si les vecteurs AM

m =

et sont colinéaires soit AM = m V ou m est un parametre réel avec

30
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N | . r—3\ -3 ) r = —3m—+3
AM (z=3; y+2)et7(—372)clonc(,y+ )—m< )S‘m{y = 2m—2

Exercice 2 :
On considere la famille des droites (d,,) dléquation
(m—1)zx—2y+m—-3=0

a) Montrer que les droites de la famille (d,,) coneourent en un méme point.
b) Déterminer la droite de la famille qui passe par
1. L’origine O(0;0)
2. Le point B(1;0)
c¢) Déterminer la droite de la famille dont un vecteur directeur est (1; —1)
d) Déterminer la droite de la famille de coefficient directeur _71
Solution

a) Soit F(a;b) un point fixe de (d,,) alors (m — 1)a —2b+m — 3 =0 ce
qui donne ma —a —2b+m —3 = 0soitm(a+ 1) —a—20—3 =0. Ce
polynome est identiquement nul alors il faut que tous les coefficients

: a+1 =.0(1)
soient nuls alors Ca—2%-3 = 0(2)
L’équation (1) donne a = /=1. En remplacant a par sa valeur dans

I'équation (2) on obtient —2b —2 = 0 soit b = —1, par suite les droites
de la famille (d,;,) concourentren -un méme point F'(—1;—1)
b) 1) O(0;0) appartient-& (dm) alors W = 0 ce qui donne m —3 =0
soit m = 3, par/suite la droite-de la famille qui passe par le point
0(0;0) est la droite (ds) d’équation 2x — 2y = 0 soit y = x
2) B(1;0)appartient ax(d,,) alors (m —1)(1) —=2x0+m —3 =0 ce
qui/donne m — 1 +m — 3 = 0 ainsi 2m — 4 = 0 soit m = 2, par
suite la droite de la famille qui passe par le point B(1;0) est la
droite (dy) d’équation x — 2y — 1 =0

¢) Ona (1;—1) estun vecteur directeur de (d,,) et 7(51%}(2; m—1) est

un vecteur directeur de (d,,) alors les 2 vecteurs et (dn) SONt coli-

néaires donc % = % ce qui donne % = mﬁ—_ll on se ramene a —m-+1 =
2 soit m = —1 par suite la droite de la famille dont un vecteur directeur

est (1;-1) est la droite (d_y1) d’équation
—2r—2y—4=0soitx+y+2=0
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d) Onaa = _71 ce qui donne —m_—_Ql = _71 ce qui donne m — 1 = —1 soit
m = 0 par suite la droite de la famille de coefficient directeur _71 est la

droite dy d’équation —x — 2y — 3 =10

Exercice 3 :
On considere la famille de droites D,, : ma + (m +2)y— 2 = 0 et les droites
(h):3z+2y—5=0et (l): =92 —6y+7=0

a) Déterminer la position relative de (h) et (1)

)

b) Calculer m pour que D, soit parallele & (h)

c¢) Calculer pour que D,, soit perpendiculaire & (1)

d) Montrer que toutes les droites de la famille D,, passent par un méme
point I. Calculer les coordonnées de I

Solution
U 3 -1 v 2 —1 w -5

a)(znavulz_g:?), ?:R:?etJZTalors
il # pi Par suite.les droites (h) et (1) sont paralleles.

b) D,, est parallele a (h)-alors % ' £ E/ ce qui donne % = mT”;
2m = 3m + 6 soit m = —6

c) D,, est perpendictlaire & (I) équivaut a wu’ + v’ = 0;

—9m —6(m+2) =03—9m —12m —12 =0 soit m = =2

d) Soit I(a;b) un pointfixe appartenant & Dm alors ma+ (m+2)b—2 =0
ce qui donne ma + mb + 2b — 2 = 0 soit m(a +b) +2b — 2 = 0, c’est
un polynome identiquement nul ; il faut que tous ses coefficients soients
nuls alors

a+b =0 (1)
26—2 = 0(2)
L’équation (2) donne 2b — 2 = 0 soit b = 1.
En remplacant b par sa valeur dans 1’équation (2) on obtient a4+ 1 = 0
soit a = —1.
Ainsi toutes les droites de la famille D,, passent par un méme point
fixe [(—1;1)
Exercice 4 :
On donne B(2;0) et C(0;2+/3).
Trouver les coordonnées du point I centre du cercle inscrit dans le triangle
OBC.
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Solution :

Le triangle O BC' est semi-équilatéral : En effet dans le triangle O BC' rectangle
oCc  2v3 ~ .

en O, tan B = 0B~ \2/_ = /3 alors B = 60° et par suite C' = 30°.

Le point I centre du cercle inscrit dans le triangle O BC' est le point d’intersection
des bissectrices intérieures. La bissectrice [O1) étant la premiére bissectrice

du repere a pour équation y = x.

La bissectrice [BI) passe par B(2;0) et admet pour pente la tangente de

" 0BG
I'angle que forme [Bz) avec [BI), comme OBI = — N 30° alors I'angle

que forme [Bx) avec [BI) est de 180° — 30° = 150°

La pente de [BI) est tan(150°) = tan(180° — 30°) = — tan30° = —g.
3

L’équation de [BI) s’écrit : y — 0 = —%——(x —2)ou V3z+ 3y —2v/3 =0.

Les coordonnées de I sont données par la solution du systeme

y z (1)
{\/§x+3y—2\/§ — 0 (2

En remplacant dans (2), y par x on obtient :

3z + 3z =23 /3 v /3 /3

B VB 4 2vB(B-V3) L_6V/3-6
(ﬁ;—g)x_m’ TT3EB BBV T 6 t
r=+v3—-1

Exercice 5 : On considere les droites (D,,) d’équation :

(m+2)x+2(m+3)y+ (m—2) =0 ol m est un parametre réel.

Calculer m _pour que (Dy,).passe par A(1; —2).

Calculer/m pour que (D,;) passe par l'origine O du repere.

Calculéer.m pour que (D) soit parallele a 'axe des x.
(D)

Calculer m pour que (D,,) soit parallele a 'axe des y.

AR

Calculer m pour que (D,,) soit parallele a la droite (D) d’équation
20 —3y+1=0

6. La droite (D,,) passe-t-elle par B(1; —1).
7. Montrer que pour tout m, (D,,) passe par C(—5;2).

Solution :
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. Comme A appartient a (D,,) alors les coordonnées de A vérifient I’équa-

tion de (D,,) on obtient
(1 +2)(1) + 2(m + 3)(~2) + (m —2) = 0
m+2—4m—124+m -2 =10
—2m—-12=0
m = —6

donc la droite (D_g) est la droite qui passe par-A

. On sait que u = m + 2 le coefficient de xz, @ = 2(m + 3) le coefficient

de y et w = m — 2 le coefficient constant de ’équation cartésienne de
(D). Puisque O appartient a (D,,) alorsw.= 0 ce qui donne m—2 = 0
soit m = 2.

Par suite la droite (D) esticelle qui passe par 1'origine O du repeére.

. (D) est parallele a I’axe des x si‘et. seulement si u = 0 ou u le coefficient

de x de I'équation cartésienne de (Dy,) ce qui donne m + 2 = 0 soit
m = —2 par suite la.droite (D_,) est celle qui est parallele a I'axe des
x.

. (D) est parallele a I'axe de g si et seulement si v = 0 ot v le coefficient

de y de I’équation cartésienne de (D,,) ce qui donne 2(m + 3) = 0 soit

m = —3, par suite la droite (Dz3) est celle qui est paralléle a 1'axe des
Y.
u v
. (D) est paralléle a latdroite (D) si et seulement si — = — ce qui
u v
donne

m+2_2m+6

2 -3
—3m—6=4m + 12
—Tm =18
-8
m=r
On peut aussi dire que (D,,) et (D) sont paralleles si elles ont la méme

pente.

2
La pente de (D,,) est _(m+2) et celle de (D) est 2 on obtient
2(m+3)
L_2—gdor1ne4(m—|—3)——3(m—i-2)' dm + 12 = =3m — 6
2(m+3) 3 B ’ B

donc m = —%
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6. Si (D,,) passe par B(l;—1), les coordonnées de B doivent vérifier
I'équation de (D,,) alors m+2 —2m —6+m —2 = 0 donne Om = 6 ce
qui est impossible alors aucune droite de la famille (D,,) ne passe par
B.

7. Les coordonnées de C' doivent vérifier 1'équation de/ (D), en effet
—5m —104+4m + 12+ m —2 = 0, 00m = 0 alors tout réel m
est solution, donc toutes les droites (D,,) passent par C.

- &
Exercice 6 : Dans un repere orthonormé (O, ¢, j ), on.donne la droite (D)
d’équation z — y — 1 = 0 et la droite (D’) définie par le point A(5;0) et un
vecteur directeur 7' (2;1).

1. Donner une équation cartésienne de (D’).
2. Déterminer les coordonnées du point d’'intersection I de (D) et (D’).

3. Trouver I'équation réduite de la droite (A) passant par A et de coeffi-
cient directeur 1.

4. Que peut-on dire des droites(d).et (A)?

5. Soit (d,,) la famille de droites d*équation : (m+3)z— (5m+1)y+3 =0
ou m est un parametre réel. Déterminer m pour que :
a. (D) et (d,) soient paralleles.
b. (d.,) passe par B(3;1)
c. (d,,) soit parallele & (y/Oy)
d. (4;2) soit un vecteur directeur.de (d,,)
Solution.
1. M(x;y) est un point quelquonque de (D’) si et seulement si les vecteurs
AM et U s6feolinéair e e m(x— 5;y) et U (2;1) donc ))((, = ;///
_Jd alors.x — 5 = 2y soit x — 2y — 5 = 0 ’équation

donne
cartésienne de (D).

2. Les coordonnées du point d’intersection I de (D) et (D’) vérifient le
systeme suivant :
r—y—1 = 0 (1)
r—2y—5 = 0 (2)
En retranchant les deux équations membre & membre, on obtient —y +2y — 1 +5=10
ce qui donne y + 4 = 0 soit y = —4.



36 CHAPITRE 2. DROITES DANS UN REPERE : ROY AKIKI

Remplacons y par sa valeur dans I’équation (1) on obtient x + 3 = 0
soit x = —3.
Par suite les deux droites (D) et (D’) se coupent au point I(—3; —4)

3. L’équation de la droite (A) est de la forme y=ys = m(z — x4) avec
m = pente de (D)=1 ce qui donne y = 1(x—>5) soity.= & —>5 I’équation
réduite de la droite (A).

4. L’équation cartésienne de la droite (D) estx —y —1 = 0, elle peut étre
rendue sous la forme réduite suivante y = x — 1. Par ailleurs, I’équation
réduite de la droite (A) s’écrit y =& =.5. On remarque que les deux
droites (D) et (A) ont la méme pente qui vaut 1 alors les droites (D)
et (A) sont paralléles.

u v
5. a. Pour que (D) et (dy,) soient paralleles il faut que — = i ce qui

U
donne

m+3 ¢ —(bm+1)
S
m+3=tm+1
m—-bom=1-3
—4m = -2

m= -

2

b. Comume la droite (d,,) passe par le point B(3; 1) alors les coordonnées

de B doivent vérifier I'équation de (d,,) alors 3m+9—5m—1+3 = 0;
11

donne —2m + 11 = 0 soit m = 5

c. On a (dm) parallele a 'axe 'Oy alors v = 0 ou v est le coefficient
de y dans I’équation cartésiennne de (d,,) donc —5m — 1 = 0 soit

_ -1
d. 7 (4;2) est un vecteur directeur de (d,,) si et seulemennt si les
vecteurs @ et U4, sont colindaires ot ¥4, (5m + 1;m + 3) est
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un vecteur direceur de (d,,) ce qui donne

X Y

Xy

5m+1_m+3
4 1

bm+1=4m + 12
bm—4m =12 +1
m =11

Exercice 7 : Soit (D) la droite d’équation (m/— 1)z + (2m — 3)y = 0 et
(A) la droite d’équation 2z +y + 3m — 5 = 0 ot m €st un parametre
réel.
(a) Calculer m pour que (D) soit parallele a (A).
(b) Soit F' le point d’intersection de (D) et (A) pour m # 2.
a) Trouver les coordonnées de .

b) Trouver I'ensemble des points F' lorsque m varie.

Solution :
—1
(a) Comme (D) est parallele a (A) alors ﬂ/ = E/ ce qui donne m =2m — 3;
wow
m—1=4m—-6; ‘m—4m=—-6+1; —3m= -5 soitm:g.
En plus (Ds) passe-par O carivw = 0 et (A% ) passe par O car

5
w = 0 donc 3(Dg) est confondw avec (A g)

(b) Les coordonnées de F/'point d’intersection de (D) et (A) vérifient

le-systeme suivant :

{(m—l)x—i—(Zm—B)y = 0 (1)
2 +y+3m—5 = 0 (2)

Multiplions I’équation (2) par —(2m — 3) on obtient

{ (m—1z+(2m-3)y = 0 (1)
—2(2m —-3)z —(2m—3)y = (3m—15)(2m —3) (2)
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Ajoutons les deux équations membre & membre

(m—1)z —2(2m — 3)x =(3m — 5)(2m — 3)
x(m —1—4m+6) = (3m —5)(2m — 3)
z(—=3m+5) = (3m — 5)(2m — 3)
z(—3m+5) = —(=3m +5)(2m — 3)
 —(=3m+5)(2m =3)
—3m+5

)
xr =3 —2m; car m#g

Remplacons x par sen expression dans 1’équation (1), on obtient

(m—1)3—=2m)+ (2m —3)y =0
(2m — 3)y = —(m — 1)(3 — 2m)
_ (m =1)(2m — 3)
2m — 3
y=m—1

alors les droites (d) et'(A) se coupent au point F'(3—2m;m—1)

Pour trouver l’ensemble des points F', il suffit de trouver une
relation indépendante de m entre les coordonnées de F'.

En effet © = 3 — 2m ce qui donne 2m = 3 — x soit m = ?’_Tx
et y =m — 1 donne m = y + 1. En comparant m, on obtient

?’_T”:y+1,il s’ensuit que 3 —x =2y + 2 soit v+ 2y — 1 = 0.

Par suite I'ensemble des points F' est la droite d’équation
r+2y—1=0

Exercice 8 : Trouver ’ensemble des points dans chacun des cas suivants :
a) I(m=2;~m+3)

b. J(2; m+ 3)

c. K(m—1;-3)

d. L(cosa; 3 +sina)

Solution :
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a. Pour trouver I’ensemble des points I, il suffit de trouver une relation
indépendante du parametre m entre les coordonnées de ce point.
Eneffet t=m—-2doncm=z+2ety=-—-m+3doncm=3—y.
En comparant m on obtient x +2 = —y + 3 soit@ +y — 1 = 0, donc
I’ensemble des points [ est la droite (D) d’équationa.+y — 1 = 0.

b. Onaxz =2 et y =3+ m alors 'ensemble des points J est la/droite
(D) d’équation = = 2.
c. L’ensemble des points K est la droite (D) d’équation.y= —3

d. Onaxz = cosa et y = 3+sin o donne sina = y—3 or cos’.a + sin®a = 1
alors 22+ (y —3)? = 1 par suite 'ensemble des points L est la courbe
d’équation 2% + (y — 3)* = 1 représentant un eercle (C') de centre
1(0;3) et de rayon R =1

Exercice 9 : On donne la droite (D) d’égquation (m —2)z+2(n+3)y —6 =0,
ou m et n sont des parametres réels.

1. Calculer m et n pour que (D) passe par les deux points A(—1;2) et
B(2; —1). On appelle (A) cette droite.

2. Ecrire une équation cartésienne et une représentation paramétrique de
la droite (d) passant par C(1; —2).et parallele a (A).
Solution :
1. On a (D) passe par A(—1;2) alors les coordonnées de A vérifient
I'équation de (D) donc
(m— 2)(—1) 2 + 3)(2) —6 =0
—m 24+ 4n+12—-6=0
—m+4n = -8
On a (D) passe par B(2;=1) alors les coordonnées de B vérifient
I'équation de (D) donc
(m=2)2)+2(n+3)(-1)—6=0
2m —4—-2n—-6—-6=0
2m — 2n = 16
m-—n=238
—-m+4n = =8 (1)

m—n = 8 (2)°
Ajoutons les 2 équations membre a membre on obtient 3n = 0 soit

D’ou le systéme suivant :
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n = 0.
Remplacons n par sa valeur dans I’équation (1), on obtient m = 8.
L’équation de (A) est donc 6z +6y —6=0ouz+y—1=0

. Comme les droites (d) et (A) sont paralléles alors 7/ est Pun des

vecteurs directeurs de la droite (d).
M (z;y) est un point quelquonque de (d) si et seulement si les vecteurs

——
C'M et U A sont colinéaires avec CM (z — 1; y +2) et' 0 o(—1; 1) alors
XY donne T =1 - YHZ FI="y+2s0it z+y+1 =0
—_— = — = N — = o1t & =
1 =y ¢ qui donne — g y+2s y
I'équation cartésienne de la droite (d)

Pour déterminer une représentation paramétrique de la droite (d), soit

M (z;y) est un point quelquonque de (d) si et seulement si C'M toR
e qui donne | © 7 1) 2 t -1
ced y+2 ) ° 1
L)z = —t+1 . - : s .
soit y o= t—2 un systeme d’équations paramétriques de la droite

(d)-

Exercice 10 :

On donne les points A(v/2;0) et/B(0; /6).

1. Donner une équation cartésienne de la médiane issue de O dans le

triangle AOB.

2. Déduire en degrés, la mesure de l'angle que forme cette médiane et

l'axe des z.

Solution :

1. Soit I le milieu de [AB] alors les coordonnées de I sont :

Ta+rp V240 V2 yatys _0+V6 _ \/_

“ 2 2 g VY1 2 2 sol

La médiane issue de O dams le triangle AOB passe par le milieu I du
segment. [AB], par suite cette médiane n’est autre que la droite (OI).

6
Y1 :iz\/g, par

L’équation de (OI) s’écrit y = ax avec a = &~ =
q (OI) Y o NG

suite I'équation de la droite (O) est y = v/3z

efSlelg

. La pente de la droite (OI) n’est autre que la tangente de 'angle o que

forme la droite (OI) avec I'axe des 2 donc a = /3 = tan « ce qui donne
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a = 60° alors la mesure de I'angle que forme la médiane (OI) avec 'axe
des x est de 60°.

Exercice 11 :
Ecrire une équation cartésienne de la droite (D) dans chacun des cas suivants.

1. (D) passe par A(—2;1) et de vecteur directeur o' (2; —3)

3

2. (D) passe par B(3;—2) et de coefficient directeur m =.3.

3. (D) passe par C(—3;2) et (D) est parallele & la droite (D) d’équation
—3r+2y+1=0.

4. (D) passe par A(—2;2) et B(1;—2)
Solution :

1. M(x;y) est un point quelquonque'de’la droite (D) si et seulement si les

—
vecteurs AM et ¥ sont colinéaires avec AM (z+ 2;y — 1) et U (2; —3)
X Y

ce qui donne XY=y

z+2 y—=1

20 3
—3(x+2)=2(y—1)
3u+6=2y—2
dr—2y+8=0

3
27
= 0 ou

2. L’équation de la droite (D) s'écrit y — ygp = m(z — xp) avec m =
alors y+2 = 3(z/—3); y+2=3z— 3 soit $x—y— L
3r—2y —13 =0.

3. M(z;y) est un goint quelquonque de la droite (D) si et seulememt si
. —= 1
les vecteurs C'M et 7(,3/) sont colinéaires avec CM(z + 53y — 2) et
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7(D’)(_23 —3) ce qui donne

X v

Xy

v+ _y—2
—2 -3

1
—3<$+2):—2(y—2)
—3w—§:—2y+4

11
—3x+2y——2—:0

6z — 4y + 14 =0

4. M (z;y) est un point quelquonque.de la droite (D) si et seulement si les

— —
vecteurs AM et AB sont colinéaires aved AM (z+2;y—2) et ﬁ(?); —4),
ce qui donne

X /Y

Xy

r+2  y-—2

3 0 —4
—4(x+2) =3(y — 2)
~4r—8=3y—6
-4 —3y—2=0

A 3y +2 =0

— =
Exercice2:Soit (O, 4", 5 ) un repere orthonormé du plan ; m un parametre
réel et A, 'ensemble des points M (x;y) tels que (m+2)x+(m?—4)y+1 = 0.

1. Déterminer A,, lorsque m = —2.

2. Montre que A,, est une droite pour m # —2.

3. Déterminer m pour que A(2;1) € A,,.

4. Soit D la droite passant par A et de coefficient directeur —%.
a) Déterminer une équation cartésienne de la droite D.

b) Déterminer la valeur de m pour que A,, et D soient paralleles.
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Solution :
1. Pour m = —2, A,, n’existe pas.

2. A,, est une droite lorsque m + 2 # 0 ou m? — 4 # 0 ce qui donne
m # —2 ou (m+2)(m — 2) # 0 soit m # 2 et m'#% —2 par suite A,
est une droite pour m # —2.

3. A(2;1) € A, alors les coordonnées de A vérifient I’équation de A,,
ce qui donne 2(m +2) + (m? —4)+1 =0; mi+2m+1=0;
(m+1)>=0; soit m=—1.

4. a) L’équation cartésienne de la droite D sécrit y—y4 =mu(z—x4) avec
m.zl—% et A(22; 1) donc Péquation de D devient y —1 = 3(z —1);
soit sz —y+35=0o0uz—3y+2=0.

b) A,, et D sont paralleles alors 3, = E/ ¢e qui denne mT” = %;

U
—3m—6=m?>—4; m*+3m+2=0; <m2 + 3m + %)—%—FQ =0;

2
(m+%) -3 (m+%—%) <m+%+%); (m+1)(m+2)=0
soit m = —1 (acceptable) ou m = =2 (a rejeter).
— —

Exercice 13 : Dans un repére orthonormé (Q, i, j ), on donne le point A(1;2)

et la droite A d’équation 2z + 3y — 1 = 0.

1. Calculer d(A, A).

2. Soit m € Ret D,, la famille de droites d’équation (2m + 1)z —y +4 = 0.
Déterminer m pour que d(Q;D.,) = 1.

3. Déterminer 'ensemble (E) des points M (x;y) tels que d(M; A) = /13.
4. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice du segment [OA].

Solution :

1. d(A;A) = gy + vya Hwl [2(1) +3(2) — 1 _ TVI3

Vuz + v? V13 13

[W'zo 4+ v'yo +w|

2. On ad(O;D,,) =1 ce qui donne N 1;
4
1; V4m2+4m+2 =4, en élevant au carré les

VAmZ +4m+2 |
2 membres de 1'égalité on obtient 4m? 4+ 4m + 2 = 16
4m*+4m—14=0; (4m*+4m+4)—4-14=0; (2m+2)*—-18=0;
4m+1)2=18=0; (m+1)*=3; m—i—lz?)T‘/ioum—l—lz—%/5
soitm:‘g—\f—loum:—‘ggﬁ—l
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2 3y —1

3. On a d(M;A) = /13 alors W‘\/%| = V13 il s’ensuit que |2z +
3y — 1| = 13 ce qui donne 2z + 3y — 1 = 13 ou 2z + 3y — 1 = —13 soit
2z + 3y — 14 = 0 ou 2z+3y+12 = 0 alors I’ensemble des points M (z; y)
est I'union des deux droites d’équations respectives 2z + 3y — 14 = 0
et 2 +3y + 12 =0.

4. Soit I le milieu du segment [OA] alors les ¢oordonnées de I sont :
1

Onaapa) = zi = 2, de plus la médiatrice de [OA] est perpendiculaire

au segment en son milieu 1.
L’équation de (d) la médiatrice de [OA] s’éerit v — yr = aw)(r — x1)

avec a(g) X a4y = —1 alors ag) = a(;i) = ‘71 Donc I'équation de (d)

devient y — 1=z —1); 3w+y—2=0o0u2z+4y—5=0.

Exercice 14 : SN
Dans un repere orthonormal (O, i, j ), on‘donne :

oy =1 t
e la droite (d) d’équations paramétriques { Z B —Itg t eR.

e la droite (d') d’équation cartésienne 4x + 3y — 9 = 0.
e le point A(5;5) et le point B(—4; %)

1. Montrer que (d) et (d')'sont paralléles.

2. Donner la forme cartésienne de (d).

3. a. Prouver gue la distance qui sépare (d) et (d') est de 1 unité de

longueur.

b. Suggérer, sans exécution, une méthode permettant de savoir si le
point B est entre (d) et (d') ou non.

c. Déterminer une équation de la droite (D) passant par A et perpen-
diculaire a (d).

d. Trouver les traces E et F de (D) sur (d) et (d’) respectivement.
Vérifier alors le résulat obtenu en a.

Solution :

1. Les droites (d) et (d’) sont paralleles si et seulement si 7(d) et 7(d/) sont
colinéaires ou 7(@ (3; —4) est un vecteur directeur de (d) et 7(51/) (—3;4)
est un vecteur directeur de (d').
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En effet det(? (g), ¥ (@) = XY'=X'Y = 3(4)—(—3)(—4) = 12-12 =0
par suite 7(d et 7 (@) sont colinéaires, il s’ensuit que les droites (d) et
(d') sont paralleles.

2. En se référant aux équations paramétriques de la droite (d), ’équation
(1) donne z = 1+ 3t donc t = 271,
L’équation (2) donne y = —4t¢ donc ¢t = —%. En égalisant ¢, on obtient

-1
v S ; 4dr—4 = —3y soit dx+3y—4 = 0 I'équation cartésienne

3
de la droite (d).
3. a. Le point I de coordonnées (1;0) est un particulier de'(d) extrait des
équations paramétriques de la droite (d). La distance qui sépare (d)
de (d') n’est autre que la distance qui sépare un point de (d) de (d’)
ainsi

luzy +vyr +aw|  [4(1) +3(0) =9 5

NrEaE 6+9 5

ainsi la distance qui sépare (d) et (d')-est de 1 unité de longueur.

d((d),(d)) =d(I,(d)) =

b. Pour savoir si le point B estientre (d) et (d’), il suffit de calculer
la distance de B a (d’) et la distance de B a (d) et les comparer
a 1, si I'une des distances calculées‘au moins est suppérieur a 1,
cela signifie que le point‘B.n’est pas entre (d) et (d') et si les deux
distances calculées sont inférieurs a 1, cela signifie que le point B
est situé entre (d) et (d").

c. L’équation de la dreite (D) sécrit y — ya = m(x — x4) or (D) est
perpendiculaire &/ (d) alors m x (—%) = —1 ce qui donne m = % , par

suite 'équation dey(D) deyient y —5=3(z —5); 3zx—y+2=0

ou 3x —4y + 5 = 0 I"équation cartésienne de (D).

d. E étant le point-d’intersection de (D) et (d) alors ses coordonnées

3r—4y+5=0
vérifient le systeme suivant : r=1+43t
y = —4t

Remplacons = et y par leurs expressions dans l’équation (1), on
obtient 3+ 9t + 16t +5=0; 25t = —8; soit t = — .

En remplacant ¢ par sa valeur dans l’equatlon (2) et (3 ) on obtient :
T = —% 25ety——4( )—25,parsu1teE<i5

&)

Les coordonnées du point F interrsection de (D) et (d') vérifient le
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v —4y+5 = 0
dr+3y—9 = 0
On multiplie I’équation (1) par -4 et ’équation (2) par 3, on obtient
—12z 4+ 16y —20 = 0
120 +9y —27 = 0
On ajoute les 2 équations membre a membre, on.aura 25y — 47 = 0
soit y = ‘2%.
Remplacons y par sa valeur dansl’équation (1), on aura

systéme suivant :

47
3r—4x =45=0

25
188
37— 2 +5=0
x 25+
3 63 5 21
= 1 = —
T gsn Pt T o8

Alors les coordonnées de F' sont (21 47).

25 25
Comme (D) est la perpendiculaire commune & (d) et (d) qui les
coupe respectivement en. F et I alors la distance entre les deux

droites paralleles (d) et (d) n’est autre que EF. Par ailleurs

EF =\/(zr — 25)* + (yr — yp)?

_ Wl B 1>>2+ (47 B 32)
SV \25 25 25 25
16

9
=+ =1=1
25+25 V1

ce qui confirme le résulatt obtenu en a.

Exercice 15 :

Soit (C') un cercle de centre O(3;—2); (d) : x + 3y — 5 = 0 est une équation
de la tangente a (C'). Calculer le périmetre de (C).

Solution :

On a (C) est tangent a (d) alors d(centre; (d)) = Rayon soit Rayon = d(O; (d)) ;
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par ailleurs

_ uzo 4+ vyo + w|
e

C Bx143x(=2) -5
a VO+1
Cl-sl s avi
— = 75

d(0; (d))

é

Ainsi P(C) =2mR =271 X 47\/5ﬁ = 8“mu.

5

Exercice 16 : Pour tout réel m, on appelle D,; 'ensemble des points M
dont les coordonnées (x;y) vérifient (m +2)x < (m + 1)y =1 =0.

1. Déterminer et construire la droite Ds.

2. Démontrer que, quelle que soit la valeur de myD,, est une droite du
plan.

3. Déterminer les réels m pour lesquels la droite D,, est parallele a 'un
des axes de coordonnées.

4. Montrer que toutes les droites D,, passent par un méme point A dont
on détermineral ses coordonnées.

Solution :

1. Pour m = 2, I’équation de Dy s’écrit 4x — 3y — 1 = 0, c’est une droite
qui passe par les deux points A(1,1)et B(%; 0).

2. D, n’est pas une droite si m+1 et m+2 s’annulent en méme temps. Ce
qui n’est pas possible donc D,, est une droite pour tout réel m. Cette
famille de droites a pourwecteur directeur (m -+ 1;m + 2) et passe par
le point (m%ﬂ, O) si m différent de —2.

3. D,, est parallele a ['axe des abscisses si et seulement si m + 2 = 0 soit
m = —2; dans ce cas il s’agit de la droite D_5 d’équation y = 1.

D,, est parallele al’axe des ordonnées si et seulement si m+ 1 = 0 soit
m = —1; dans ce cas il s’agit de la droite D_; d’équation x = 1.
4. S’il existe un point M (a;b) appartenant a la famille de droites D, ;

donc il appartient a D_g et D_;; dans ce casa =1 et b =1, c’est donc
le point M (1;1).
Montrons que M (1;1) appartient a D,, quel que soit la valeur de m.
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En effet (m+2)(1) —(m+1)(1)—1=m+2—-m—1—1=0 donc
M (1;1) appartient a D,,, pour tout réel m.

Exercice 17 : Les points A, B et C' du plan sont tels que
= 3t—5

_ g U(ER)

e (AC) admet une représentation paramétrique : { o

e (AB) a pour équation réduite y = —%x + 121
e (BC) est parallele a (OA).

e B a pour ordonnée 1.

Faire une figure.

Trouver les coordonnées de A et B:

Donner la représentation paramétrique de (OB).
Donner une équation cartésiennexde (BCY.
Montrer que OBC A est un parallélogramme.

Soit (d) la droite d’équation 3z + 2y =k (k € R).

a. Déterminer k pour que C/appartienne a (d).

A A A

b. Calculer dans ce cas, les coordonnées du point d’intersection de (d)
et de (BC).

Solution :

1. Tracons la droite (AC) : Pour t = 0 on a x = =5 et y = 2; pour
t=1lonax=-2ety=3.
Pour la droite (AB); © =0 donne y = & et z = 1 donne y = 4.
Pour obtenir le point B'on trace la droite y = 1 qui coupe (AB) en B.
Pour obtenir C, on meéne de B la parallele a (OA) qui coupe (AC)
en B.

2. Le point A étant le point d’intersection des droites (AB) et (AC)
alors ses coordonnées vérifient le systeme suivant :

r = 3t—95
yo=Jt+2
Yy = —%x—i—%
Remplacons x et y par leurs expressions dans I’équation (3) :
L T 3(3t 5)+11 tro= i 2y 1
YT Tt T2 2 T2 T Ty

9
t+2:—§t+13; 2t +4 = -9t +26; 11t =22; soit t = 2.



Remplacons ¢ par sa valeur dans les équations (1) et (2), on obtient
r=32)—5=6—-5=1et y=2+2=4alors les coordonnées de
A sont (1;4).

L’équation de (OA) est de la forme y = az avec a = 2 = 4 alors
I'équation de (OA) devient y = 4z,

Le point B ayant pour/ordonnée 1 appartient a (AB) alors ses

3 11
coordonnées vérifient 'équation de (AB) donc y4 = —5%4 + CR
3 11 3 9
1= —§x+?; 2= soit = 3 donc B(3;1).

——
3. M (z;y) est un point quelquonque de (OB) si et seulement si OM = kO?
avec k est un parametre réel ce qui donne

< z ) =k ( i) ) ; il s’ensuit que { z i ik est une représenta-

Y
tion paramétrique dela droite (OB).
4. On sait que oy, = A _ 4 De plus, I'équation de (BC) s’écrit
TA

y—yp =m(x —xp) or (BC) est parallele a (OA) alors m = 4 donc
I'équation de (BC') devient y — 1 = 4(z — 3) soit 4o —y — 11 =0
I'équation cartésienne de (BC')

5. Un vecteur directeur de la droite (OB) est @ (3;1) et un veteur
directeur de la droite (AC') est également (3; 1) par suite les vecteurs
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directeurs des droites (OB) et (AC) sont colinéaires, par suite les
droites (OB) et (AC) sont paralleles. De plus (BC') est parallele a
(OA) alors le quadrilatere OBCA est un parallélogramme comme
ayant les cotés opposés paralleles deux.a deux.

. a. Le point C étant le point d’intersection des.droites (AC) et (BC)

alors ses coordonnées vérifient le systeéme suivant

r=3t—95

y=1t+2

dr—y—11=0

Remplacons = et y par leurs expressions dans 1’équation (3) on
obtient 12t — 20 —t -2 —-11 =03 11t =33 =0 soit t = 3. On
substitue ¢ par sa valeur dans = et y, on'obtient z = 3(3) —5 =4
et y =3+ 2 =5 donc les coordonnées'de C sont (4;5).

C appartient a la droite(d) alorsles coordonnées de C' vérifient
I'équation de (d); 3z¢ + 2yc=Fk; 12+ 10 = k soit k = 22.

b. Les coordonnées du point d’intersection I de (d) et de (BC)
3r+2y—22 = 0 (1)

vérifient le systeme suivant : { dr—y—1 =0 (2)°

L’équation (2) donne y = 4z — 11. En remplant y par son expression
dans ’équation (1), on obtient 3z + 2(4dx — 11) — 22 = 0;

3r + 8xr — 44 = 0;so0it x = 4. Remplacons x par sa valeur dans v,
on obtient :

y =4(4) — 11 =16 — 11 = 5. Par suite les coordonnées de I sont
(4;5).



Chapitre 3

Produit scalaire : Roy Akiki

Exercice 1 : Soit ABC un triangle tel que AB = /7, AC =2 et BC = 3.
1. Calculer cos(m\(]) et montrer que ABAC= 1.
2. On considere le point M tel que m = %ﬁ + %1@
a. Calculer mﬁ
b. Montrer que les droites (M B)et (AC') sont orthogonaux.
Corrigé.

1. D’apres le théoreme d’Al Kachi, on a

BC? = AB? 4 AC? - 2AB x AC x cos(BAC)

AB?* + AC? — BG?
2AB x AC
(W7)2+22 -3 V7
2(VT) x (2) 14
On sait Aque AB,AC.= AB x AC x cos(B//RZ’).
Done ABAC £ (vV7) % (2) x YT =1

14
2. a. On a

Donc COS(B/A\C) =

Donc cos(B//E’) =

- (Lap+ L) e

= ;/@.f@ + éAC2

=)+ @) =1

o1
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b. On a
B — (4 + ) 10
— (_ﬁ+M) AC

. _ABAC 4+ AM.AC = %1+1=0

Done BM.AC = 0. Alors les droftes (M B) et (AC) sont orthogonaux.

Exercice 2 : Soit ABC' un triangle tel que AB =2v/3, AC =1 et 1@1@ =
—3.
1. Trouver la mesure de I'angle BAC

2. Soit I le milieu du segment [BCJj; calculer BC' et en déduire la valeur

de Al
Solution :
1. On sait que : COS(@) = ﬁj?c
Done cos(BAC) = g = 75" = cos (§) = cos (v~ §) = cos ()

Alors I'une des mesures de’angle BAC est %”.

2. D’apres le théoreme d’Al Kashi, on a BC? = AB? + AC? — 2@@
Donc BC? = (2y/3)? +(1)% — 2(—3) = 19 et par suite BC = /19.
En appliquant le théoréme de la médiane, on a :

AB? ¢ AC? = 2AI° + ;BC’2

I 1
DoHC AL = - (A32 +AC? - 2302>.
Alors AI? = % ((2\/3)2 +(1)2 — %(@)2) _ 5
Par suite Al = g
Exercice 3 :

Soit ABC' un triangle tel que AB =6, AC =5et BC =T.
1. Montrer que COS(B/14\C() =1

2. a. Calculer E@

b. En déduire que Ele? =30
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3. Soit H le projecté orthogonal de A sur [BC|, calculer la distance BH
Solution :

1. D’apres le théoreme d’Al Kashi, on a
BC? = AB? + AC? — 2AB x AC x cos(BACY):

_ 2 2 _ per
Donc : cos(BAC) = AB” + ACT = BC

07+ ~ (1
= 6)°+ (5)° — (7 12
Donc cos(BAC) = 26) x5 =3

Et par suite COS(B/A\C') = l

2. a. On sait ue@ﬁ AB x A€ x cos( BAC
Donc A .@:6x5x7,parsulte@@—6

BA.BC = BA: (EZL 4. @)
="BA® + BA.AC

— BA2— AB.AC

=62 —6 =30

3. On a ﬂﬁjﬁﬁ = BH x BC car QB? > 0.
BA.BC 30

BC | 1
Exercice 4 : Soient A et B deux points du plan tel que AB = 6.

—
1. Montrer gue pour tout point M du plan, MA.]\ﬁ =MI?— %AB2 tel
que I est le milieu-du segment [AB].

Donc BH =

2. En déduire I’ensemble des points M du plan dans les cas suivants :

a. J\ﬂ]\ﬁ =-9

b, MAMB =T.
. MAMB = —12
d. MAME =0

Solution :
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1. Soit M un point du plan, on a :

MAMB = (M1 + TA)(MI + IB)
= MI? +J\71>(I_f4+[§) +TAIB
— M2+ ML + (—;ﬁ) : (;@)

=MI*— iAB2

Donc pour point M du plan, MAME = M2— TAB?.

2. a. On poseE:{MGP/m.m: =9}

A
M € E équivaut a MA.MB =—9
Equivaut a MI? — {AB% = —9, équivaut a MI* — 1(6)? = —9
équivaut a M1 = 0. Et par suite £ = {/}.

.OnposeF:{ME‘P_/m.m:'Y}.

M € F équivaut a MA.m =7

Equivaut a M1?—JAB? = -9, équivaut a M1*—1(6)* = 7 équivaut

a MI? = 16. Et par suité F est le cercle de centre I et de rayon 4.

. Onpose G={M.€ P/ m.]\ﬁ:—w}.

T B
M € E équivaut a MA.MB = —12
Equivaut & MI? —$AB? = —12, équivaut & MI? — (6)* = —12
équivaut & MT?'==3. Et par suite G = (.

.OnposeH={M€P/m.]\ﬁ:0}.

M € H équivaut a m]\ﬁ =0

Equivaut a M1I1? — iAB2 =0, équivaut a MI? — i(6)2 = 0 équivaut
a MI? = 32 Btpar suite H est le cercle de centre I et de rayon 3.
Remarque : M appartient a G équivaut a mm = 0 et par suite

H est le cercle de diametre [AB].

Exercice 5% Soit ABC' un triangle tel que AB = /7; AC =5 et BC = 2.

1.
2.
3.

Montrer que /@1@ = 14.
Montrer que COS(@) = %ﬁ

Soit H le projeté orthogonal du point C' sur la droite (AB). Calculer
la distance AH.

. Soit I le milieu du segment [BC]. Calculer la distance Al.
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—
5. On considere le point M tel que AM = %1@ + %1@
a. Calculer AM /@
b. Montrer que les droites (BM) et (AC') sont orthogonaux.

Solution :

1. D’apres le théoréme d’Al Kashi, on a BCO? =AB? + AC? — 2@1@
Done ABAC = (A32 + AC? — BC?).

Alors ABAC = ( +(5)? — (2)2) et par suite ABAC = 14.

2. On sait (BAC) = ABAC
. On sait que cos | 1B~ AC.
Donc cos(B/fE’) = m et par suite cos(B//E’) = QTW

3. Puisque 1@1@ > 0 donc 1@@ = AB x AH donc AH =
alors AH = f = 2/7.

ABAC
AH

4. En appliquant le théoreme de la médiane, on trouve que :
1
AB? 4 AC? = 2AI% + EBC2

Alors AI? =1 (AB+A02 1302)

Donc A[QZ%( —3(2)? ) =15
Et par suite Al = / 5
5. a.

AMAC = (1,@ + 121@) AC
f@/ﬁ —AC2

= i(14) + ;?(5)2

=14
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b. On a
BM.AC = (E&Lm) AC
= (—ﬂ%@m) AC
— —AB.AC + AMAC

=—-144+14
=0
—
Donc BM est orthogonal a AC , par suite les droites (BM) et (AC)
sont perpendiculaires.

— =
Exercice 6 : On donne dans un repere orthonormal (O, i, j ) deux vecteurs
U (3;—4) et ¥(4;3). Caleuler | 7|, || V], .7, cosa et sina avec o I'angle

des deux vecteurs.

Solution :

o |7|=vVOF+16=+v25=5et |V =vI6+9=+/25=05.

o UV =xx'+yy =3 x4—xX3=0.

Alors W et ¥ sont donc orthogonaux donc o = 90° ce qui donne cosa = 0
et sina = 0.

Exercice 7 : Soit A et B .deux points tels que AB = 5.
—
1. a. Quel est I'’ensemble des points M tels que E.AM =107

b. En déduire 1a construction du point C' tel que zﬁz@ = 10 et
AC =4
2. Soient D et E les points définis par :

P IET T I e
Calculer EC@, @jﬁ et EE

En déduire que ﬁ ﬁ =0.
Que représente la droite (C'D) pour le triangle BDE'?

Solution :
1. a. Soit H'le projeté orthogonal de M sur (AB).

ABAM =10 & ABxAH =10
& AB et AH sont de méme sens ot AH = 2 (car AB =5)
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La seule position de H est donc :

L’ensemble des points M cherché est.donc la.droite A perpendiculaire
a (AB) en H.

=

b. On a:

ABAC =10 « CeA
AC =4 & CeC(A4)

Il y a deux points possibles C et Cy
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(5]

d I "

AB.CD =AB x HD =5 x (—9) = —45
ACDE =AC x AE = 4 x 6 = 24
ADAE = AD x AF = (—7) x 3 = —21
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De plus,

BE.CD — (ﬁ + /ﬁ) D
_ %BcD+ 22, (- )
— _AB.CD + AD.AE — AC.AE

=45—-21-24
=0

Donc (BE) est perpendiculaire a (C'D) ce qui prouve que (C'D) est la
hauteur issue de D dans le triangle BED.

Exercice 8 : Soit dans le plan orienté; un parallelogramme ABCD tel
que :

2
AB = 6cm; AD = 4em et (/ﬁ, E) = g

1. Calculer E E

2. a. Exprimer les vecteurs 1@ et B-ﬁ en fonction de 1@ et E

b. Calculer @1@ et @ﬁ

c. Les points C' et D se projettent, orthogonalement en C” et D’ sur la

droite (AB) orientée par le vecteur AB.
Calculer AC" et AD'.

Solution :

1. On a

1@1@ = AB x AD X cos <2;)

1
_Gxdx (L
% X(Q)

=12

2. a. On a ﬁz@—l—@etgﬁ:ﬁ—@
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b. On a

AB.AC = AB.(AB.+ AD)
— AR + AB.AD

=36 —-12=24

AB.BD = AB.(AD ~ AB)
— AB AD= AL

= —12 - 36 = —48

c. On a:

ABAC — AB x ACP=24 ot AB =6

Par suite AC = 4.

ADAD — AB KX AD — —48 ot AB =6

Par suite AD!'= -8
Exercice 9 : ABC est un triangle tel que AB = 8, AC' =5 et BAC = zrad.
1. Caleuler le produit scalaire 1@ @ et la distance BC.

2. Soit I le projeté orthogonal du point B sur (AC). Calculer Al.

3. Soit J le'point de [AB] tel que AJ = 5. Vérifie que AB.AJ = AB.AC
et en déduire que (AB) est perpendiculaire a (CJ).

4. Calculer 1J.

Solution :
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A/ C

—_— 1
1. AB.AC = AB x AC x cos(BAC) = 8% 5cos(g) — 40 5 =20,

BC? = AB2%AG%— 2AB x AC x Cos(g)

1
:64+25—2x8><5><§
=49

Donc BC = /49 = 7

T Al T
2. cos <§> T donc Al = AB X cos <3> =4

3. On a E ﬁ = AB x AJ car les vecteurs 1@ et ﬁ sont colinéaires

et de méme sens.

Donc @B =8 X ; = 20, par suite ﬁﬁ = ﬁ@
On a AB.AJ = AB.AC donc f@(A_J) - fﬁ) — 0 dot AB.CJ = 0

donc (AB) est perpendiculaire a (CJ).



62 CHAPITRE 3. PRODUIT SCALAIRE : ROY AKIKI

4. Considérons le triangle AIJ. On a

1J? = AI? + AJ? — 2A1. A cos(TAJ)

2 5 A
2 16— 2xdx 2 xin
17 TEXG XY
95 49
2 16— 10= 2
l 0=

7
Alors IJ = —.
ors I.J 5

Exercice 10 : ABC' est un/triangle rectangle.en A. A’ le projeté orthogonal
de A sur (BC). I est le milieu de [BOY. L et K respectivement les pro-
jetés orthogonaaux de A’ sur (AC") et sur (AB).

Montrer que (AI) est perpendiculaire a (LK).

Solution :
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Ona 24] = AB + AC alors Al = ;(1@ + 1@) Par ailleurs,
ALLE - ;(ﬁ +AC).IEK = ;E.ﬁ% 4 ;@.L_f%
- ;ﬁ.ﬁ( + ;@.L—ﬁ

car A est le projeté orthogonal de L sur’ (AB)
et Kest le projeté orthogonal de/Ksur (AC).

_ ;,ﬁ.ﬂ + ;,@ﬁ _ ;(E _ ACY AL

1 —
= 56@.1414’ =0 car (AA") perpendiculaire & (BC)

Donc (AI) est perpendiculaire a (LK).

Exercice 11 : ABCD est un rectangle. On pose AB =b et AD = a.
Soient H et K les projetés orthogonaux de B et D sur (AC) respectivement.
Calculer HK en fonction de a et b.

Solution :




64 CHAPITRE 3. PRODUIT SCALAIRE : ROY AKIKI

On a H et K les projetés orthogonaux de B et D respectivement aur
(AC) donc BD.AC = HE x AC. D'autre part

BD.AC = (BA + AD).AC
— BAAC + AD.AC
— BAAB + AD.AD

car B est le projeté orthogonal de €' sur (AB)
et D est le projeté orthogonal de’'C' sur (AC)
= —AB* + AD? = £b* 4 a?

Donc HK x AC = |a* —b?]
. ‘CLQ—b2’
D'ou HK =

Exercice 12 : On considere dans le plan (P)le triangle ABC tel que AB = 3v/2,
AC =2 et AB.AC = —6.

—_— 3
1. Montrer que BAC = %

2. Calculer la distance BC

~

3. Calculer sin(C)-

4. Soit M un point de [BC]. Calculer la distance CM pour que CAM
soit.rectangle en A.

Solution :

1. ABAC.= AB x AC % cos(B/A\C) Donc —6 = 3v/2x 2 x cos(B%’) d’on

— — — 2 —
cos(BAC) = 6\/6§ alors cos(BAC) = —\2_ et puisque BAC € [0; 7]
alors BAC = 3;

9. BO? = BA? + AC? — 2AB.AC = 18+ 4+ 12 = 34 d'ott BC' = /34
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3. R R
sin(C)  sin(A)
On a 1B~ BC
~ AB 2 V2
Alors sin(C) = B—Csin (32) = %\é_ = \/?;_4
- A A
4. On a cos(C) = ]\/[g donc MC\= cos(CCA’)' Par ailleurs on remarque que
~ 2 A\
cos?(C) =1— 394 = 32 soit cos(C@).= \/53_4

2 24/34
Il s’ensuit que MC = 5 soit MC' = ——.

V.34
Exercice 13 : Les questions sont indépendantes.
1. Trouverl'équation deladroite (d) passant par A de vecteur normal ﬁ(2; —-3).
2. On donne le point B(2;3) et la droite (D) d’équation z + 2y — 1 = 0.
Calculer la distancede A a la droite (D).
3. On donne le triangle ABC tel que AB = 2, AC = 4 et BAC = 60°
Calculer la longueur de [BC.

4. On donne le point N (1;3) et le vecteur o (3; —%.
Déterminer le lieu géométrique de M vérifiant V. .NM = —3
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Solution :
1. M (z;y) est un point quelquonque de (D) si et seulement si AM.N = 0.
avec AM(x — 1;y — 3) et ﬁ(?; —3) ce qui donne XX’ +YY' = 0;
2(x — 1) — 3(y — 3) = 0 soit 2z — 3y + 7 = 0 I'équation de (D).

2. La distance de B a (D) est donnée par ce qui suit:

luza + vyp + w|
d(B,D) = s
2+6—1]
T /I+4
T T3
B3

3. D’apres le théoreme de pythagore généralisé on a

BC? = AB® + AC? — 2AB.AC. cos(BAC)
=16 +4 = 16¢cos(60°)

1
2016 - — 12
<3

Il S’ensuit que BC' =+/12 = 2/3
4. On pose M (x;y)'ce quirdonne NM (x — 1;y — 2) avec

VNM=-3 & XX +YY =0
o 3@ —1)—5@42) = -3 3¢—3—5y+10=0
e03x — By+10 =0

Par suite M varie sur la droite d’équation (d) d’équation 3z — 5y + 10 = 0.
Exereice 14 yDansunrepere orthonormé on donne A(—2; —1), B(—1;3) et C(7;1).

1. Montrer que la droite (AB) est la tangente en B au cercle de centre C
et de rayon[BC].

% —
2. Calculer C@ .C'A et en déduire une valeur approchée de 'angle BC' A
Solution :

1. (AB) est la tangente en B au cercle de centre C' et de rayon [BC] si et
seulement si BA.BC' = 0.



67

En effet BA( 1;—4) et B? 8; 2 et en appliquant la formule analytique
du produit scalalre on obtient BA. B? XX'+4YY' =-8+8=0ce

qui montre que (AB) est la tangente en B au cercle de centre C' et de

rayon [BC.
2. On a C@ ) et CA( —2) alors
CTL.OA = (—8) x (—9) 1+ 2 x (—2) = 72 — 4 — 68. Phr ailleurs
_ CB.CA
cos(BCA) = —————
ICBI|CAf

2 24/9
_ 2 N 0,89
V5 5
Par suite BCA ~ 27,1°.
- . ) — —
Exercice 15 : Dans un repere orthonormé (O, i, j ), on considére les points

A(3;2) et B(—5;—3).

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB) puis les coordonnées
d'un vecteur normal a cette droite.

2. Déterminer une équation‘cartésienne de la droite (d) perpendiculaire &

la droite (AB) passant par C (—;; ;)

3. Quelles sont les coordonnées du point C’ symétrique du point C par
rapport a la droite (AB) ?

Solution :
1. Un vecteur directeur de la droite (AB) est /@ ; __5_)>
On considére un point M (x;y) du plan. On a alors AM (x — 3;y — 2).
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—
ﬁ et AM sont colinéaires

M e (AB) &
& 8y—2)—(x=3)x(=5)=0
& —8y+16+5z —15=0
& 5r—8y+1=0

Une équation cartésienne de la droite (AB) est'donc 5z — 8y +1 = 0.
Un vecteur normal a cette droite-est donc 7(5; —8).

2. Un vecteur directeur de la droite (d)e_st) donc 7 (5; —8).
Soit M (x;y) un point du plan aloxs C'M (x - %; Yy — %)

4
M e (d) & 7 et @M sont colinéaires
7 7
Y- Noo
@5(3/ 2) (8)(3”2)
35
& 5y—?+8x+2820

21

3. Déterminons les coordonnées du point d’intersection de la droite (d) et
de la droite (AB). Elles sont solution du systéme :

br #8y+1 .= 0 be —8y = -1 (1)
21 21
8$+5y+5 = 0 8x + 5y = Y (2)
or —8y = —1
89
< 80y = = 8(1)=5(2)

& Yy = 73
or = 8y—1

1
Yy = —3
<:>{x = -1
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Le point D est donc le milieu du segment [C'C’]. Ainsi

7
Tor — =< 7
—1 = 2 -2 = Tor = =<
2 . e
’ — —1 = ’ —
R Yer + 5 Yor + 5
2 2
3
Tor = =
Yo' = 5
Donc le point C” a pour coordonnées (%, —%)

Exercice 16 : Soit le vecteur 7(2; 1) et'le point M(453).
1. Ecrire une équation de la droite (D;) passant par M et de vecteur
directeur V. Calculer la distance de O & (Dy).
2. Déterminer une équation de la droite (Ds) passant par M et de vecteur
normal V.

3. Soit (D) la droite d’équation :
(m—3)x+ (5 —m)y+m —A1 =0 ou m est un parametre réel.
a) Calculer m pour que (D) soit perpendiculaire a (Dy).
b) Calculer m pour que/(D) admette V comme vecteur normal.
c¢) Calculer m pour que«(£)) soit perpendiculaire a I’axe des z.
4. Existe-t-il une valeur de m telle que(D) soit perpendiculaire & (Ds) ?
Solution :

1. N(z;y) est un point quelquonque de (D) si et seulement si les vecteurs
MN et/V sont colinéaires avec M N (x—4;y—3) et 7(2; 1) ce qui nous
ramene a dire que det(m; 7) =0; XY -XY=0;

(x —4)(1) =2(y— 3).=0; soit z — 2y + 2 = 0 I'équation de (D).

La distance de O a (d;) est calculée par ce qui suit :

luzo + vyo + w| lzo — 2yo + 2|
dO, D = =
(O, (Dy) vu? + v? v1i+4
_jo—0+2] 2 25

V5 Vi b
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2. P(x;y) est un point quelquonque de (D,) si et seulement si ]\ﬁ 7 =0;
avec ]\ﬁ(m —4;y —3) et 7(2; 1) alors on obtient XX’ +YY’ = 0;
2 —4)+y—3=0; soit 2z +y — 11 = 0 I'"équation de (D).

3. a) (D) est perpendiculaire a (D) si les vecteurs directeurs de (D)

et (Dy) sont orthogonaux. avec V (2;1) est unvecteur directeur de
(D1) et V (py(m—5;m—3) est un vecteur directeur de (D). équivaut

adie V.V i) =07 XX+ ¥Y¥ =0; 2m=5)+m—3=0;

2m —10+m — 3 =0; 3m—13:()soitm:1;3

b) V est un vecteur normal pour (D) siles vecteurs 7(2; 1) et
(py(m—3; 5—m) sont colinéaires équivaut a dire det(v; (0)) = 0;
XY'-XY=0; 1m—3)=2(5—-m)=0;quad 3m—13 =0
soit m = %
c¢) (D) est perpendiculaire a 'axe des 2" donc (D) est parallele a I'axe
des y ce qui donne V' = 0 alors 5 —m = 0 soit m = 5.

4. (D) est perpendiculaire a (D) équivaut a 7( D)-V(Dy) = 0 avec
p(m —5;m — 3) est un, vecteur directeur de (D) et V (p,)(—1;2) est
un vecteur directeur de (Ds) ce qui donne —1(m —5) 4+ 2(m —3) =0;
m —1 = 0 soit m = 1. Alors il existe une valeur de m telle que (D) soit
perpendiculaire a (Ds).

- =
Exercice 17 : Dang un-repére orthonormé (O; 7 ; j ), on donne :
) . = =3t+1
A(—4;2) , B(1;2) et (d){ y =\ 4t +10 t € R.

1. Tracer un repere, placer les points A et B puis tracer (d).

2. On.désigne par €'le point de rencontre de (d) et de (AB).
Calculer les coordonnées du point C.

3..Soit D'un peint'de la droite (d) tel que CD.CB = 9.
Caleuler les coordonnées du point D.

4. Montrer que le point E(—3;7) appartient a la bissectrice de BCD.
5. Calculer une valeur approchée de cet angle.

6. Montrer que la bissectrice de I'angle BCD est parallele a la droite
(OA). En déduire une valeur approchée de 'angle BAO.

Solution :
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1. Pour tracer la droite (d), il suffit de prendre deux valeurs de ¢ et trouver
I’abscisse et 'ordonnée correspondant.
Pourt = —1, on trouve x = =3 x (—1)+1=4ety=4x(-1)+10=6
Pour t = =2, on trouve x = 7 et y = 2.
Repere orthonormé :

2. On détermine I’équation de (AB) en remarquant que les points A et B
ont le méme ordonnée 2,/donc ’équation de (AB) s’écrit y = 2.
Les coordonnées du point C' intersection de (d) et de (AB) vérifient

T = —3t+1
le systeme suivant :/¢ y = 4t 410 . En égalisant les y, on obtient
y =2

At +10 =25 4t = —8soit t = -5 = —2.

Remplagons t par sa valeur dans ’expression de x, on trouve que
r=-8t+1=-3%(=2)+1=7. Alors les coordonnées du point C
sont (7;2).

3. Comme D est situé sur la droite (d) alors ses coordonnées vérifient les
équations de (D) donc zp = —3t + 1 et yp = 4t 4+ 10 pour un certain
teR.

De plus les coordonnées des vecteurs Cﬁ et C@ sont données par :
@(—Bt — 6;4t + 8) et @(—6; 0). Par ailleurs CD.CB =9 équivaut
a —6(—3t —6) + 0(4t + 8) = 9; équivaut a 18t +36 =9; 18t = —27
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27 -3 3
ZOit t2: —1118:2.Ils’ensuit quexD?):—Bt+1:—3x<—2>+1:
St = =4t +10=4x (— ] +10=4
2+2 5 et yp t+10 X(2>—|— 0

11
Par suite les coordonnées de D sont (2; 4).

. On sait les points B et C' ont le méme ordonnée 2 alors I’équation de
(BC) s’écrit y = 2.
Déterminons ’équation de (C'D) par ce quirsuit :

y— 29,4 =2
r—7 11
— =7
2
Y=, 2
r—7 -9
2
Y —2 2 4

X =
r—7 -3 3
3y — 6 =—4x + 28
dr +3y—34=0

Le point E appartient a la bissectrice de 'angle BCD si et seulement
si d(E, (BC))=d(E£,(CD)). En effet;
uzp vy +w| |72

d(E,(BC)) = = = 5. De pl

(2 (T V& 12 VOr+ 12 © PHs
4 — 34 4(— —34 — 46 + 21 2
d(E,(OD)):|$E+3yE 3|:‘(3)+3<7) 3|:| 6+ |:£
V1649 5 5 5

Ce qui montre que d(E, (BC)) = d(F,(CD)), par suite E appartient
a la bissectrice de I'angle BC'D.

=95
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5. On sait que

B 9 B 9
9 /25
2444 =
4+ 36 4:><6
9 9 73
-5 150, 5
- X6
5 X

Par suite @ ~ 53°

6. Comme FE appartient a la bissectrice.de 'angle g@, donc la demi-

droite [C'E) n’est autre que la bissectrice de I’angle BCD.

De ol YE — Yo 7T—2 5 1

e plus a = = = —_

P aen = e —ac —=3—7 —10 2

ya 3 2l

ra =4 12

Ce qui prouve que acg) = a(04), ihs’ensuit que la bissectrice de I'angle
BCD est parallele a la droite (OA).

Comme (CE) est parallele & (OA) alors BAO = ECB (angles alternes
internes formés par les droites paralleles (C'E) et (OA) et coupés par

— BCD
la sécante (AC)). Par ailleurs EC'B = C; ~ 523 ~ 27°.

Egalement, on a a4y =

Exercice 18 : Trois questions indépendantes.
1. ABC est un triangle équilatéral de c6té a.
Les points'F et F' sont tels que E = §/@ et 37 = 1/@
Montrer que les droites (AC) et (E'F) SQOIlt perpendicu%aires.

2. Dansun repere orthonormé, on donne les points A(m+1;5), B(2m — 3;m)
et C(7T—m;m+.1) ot m est un parametre réel.
Déterminer les valeurs de m pour que le triangle ABC' soit inscrit dans
le cercle de diametre [BC|/

3. Soient A, B et C' trois points non alignés tel que AC' = 2cm.
Déterminer le lieu géométrique du point P sachant que ﬁ ﬁ = ﬁ C@ — 6.

Solution :
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1. Les droites (AC) et (FE) sont perpendiculaires si et seulement si

zﬁﬁ = (0. En effet

AC.FE = AC.(AE — AF)
— AC.AE — ﬁ(ﬁ + ﬁ)

A rehy e e
ARG - A0AB o ac?

_Sahen - A - e

= ;C’A x CB x cos(A/C’\B) — AC x AB x cos(BT{Y)’) — 1A02

1
= 2@2 x cos(60°) — a® cos(60°) =~ ZaQ

3 1 1
:ECLZ §a2 Za2

1 1

5@2 — 50/2 =0

Par suite (AC) est perpendiculaire a (FE).

. On sait que ABC estrinscrit dans le cercle de diametre [BC] alors
le triangle ABC' est rectangle en A d’hypténuse [BC] ce qui donne

AB.AC = 0. Par ailleurs ﬁ(m —4;m —5) et AC(6 —2m;m —4) il

s’ensuit alors :

(6—2m)(m —4)+ (m—4)(m—>5)=0
& (m—4)(6—-2m+m—5)=0

& (m—4)(-m+1)=0

& m—4=0 ou —m+1=0
&S m=4 m=1

Alors les valeurs de m pour lesquelles le triangle ABC' est inscrit dans

le cercle de diametre [BC| sont : 1 et 4.
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3. On sait que

AP AL — AP.CE = —6
& ﬁ(z@—i—@) =—6
& fﬁ%@ =—06

Soit H le projeté orthogonal de P sur (AC), il s’ensuit d’apres'le théo-
reme de la projection :

ADPAC = —6
< AH x AC = —6
& E} et 1@ sont deux vecteurs de séns contraires avec AH = 3

Par suite, I'ensemble des points P est la droite (A) perpendiculaire a
(AC) en H.
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Exercice 18 : Dans la figure ci-dessous, on donne :

— 2
ABC un triangle avee BC' = b5cm, CA =T7cm et CBA = g rad.
[Az) une demi-droite perpendiculaire & (AB) passant par A.
E est un point tel que T AE = %md et AE = 6cm

AFFG un carré.
Les points K, L et I tels que :

- K soit le milieu de [AE].

-A‘L):i@

VAT = AL + AR

1. On pose AB = x. Montrer a I’aide du théoreme d’Al-Kashi que x = 3cm

2. a.
b.

C.

Calculer /ﬁ B )

Montrer que les points B, A et F' sont alignés.

La parallele & (Az) passant par I coupe la droite (AB) en H. Cal-
culer AH.
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Solution de 'exercice :
1. D’apres le théoreme d’Al-Kashi on a :

AC? = AB® + BC? — 2AB.BC. cos(ABC).
Ce qui donne 9 = 22 + 25 — 22 x 5cos (237T>
49:x2+25—10xcos<7r—7;>
49:952—1—25—1095(—(:087;)
49=:E2+25—|—1O:L‘><;; 49 = 2% + 25 45z
224+ 5r—-24=0;, = (x + dx +25)—25—24—0

4 4
5\%2 121
<x+ —— =0

2 4
(+5 11><+5+11>_0
T )\ o) "
(x—3)(z+8) =0 = x=3 (acceptable) ou x = —8 (a rejeter)

Par suite x = 3em
2. a. On a

Al AB = (AL + AK).AB
_ (iﬁ n F{) AD
_ 1,4‘63.,@ AR AD

e

iAG x AB cos(GAB) + AK x AB x cos(BAK)
1 T 1 T 7
Zx6><3><cos(7r—4)+2><6><3><><cos<2—|—4)
9 oo
= (o) +o(-sm(D)
A e
B 2 2 2
9f

B —9\/5— 18\/_ L 2TV2
B 4 4
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b. Soit T" un point appartenant a la demi-droite [Az). On a

(AP, AB) = ﬁﬁ (AByAT) + (AT, AB)

1 4 )
_T.,. T _
9 TR

Ce qui montre que les points B, A et F' sont alignés.

27+/2
c. On vient de montrer que ALAB = —7T\/_

De plus H est le projeté orthogonal de I sur (AB) puisque [Az) est
perpendiulaire a (AB) alors la parallele & [Ax) passant par [ est
également perpendiculaire a (AB) ou H est le pied de la perpendi-
culaire.

D’apres le théoréme de la projection orthogonale on sait que

Af.AD ~ —AH x AB

Il s’ensuit que

-~ AH x 3__274;/_

“3AH = _QZﬂ

12AH = 272

soit AH = M = 9—\/5
12 4

Exercice 19 :
Soit un triangle ABC' isocele en A tel que BC' = 5em et AB = 3em.

—_— %
a) Calculer le cosinus de I'angle ABC', puis B? .BA.
b) En déduire la longueur BH ou H est le projeté orthogonal de C sur (AB).

Solution :
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1. D’apres le théoreme d’Al-Kashi :

AC? = BA% + BC? — 2BA.BC. cos(ABC)
0=9+25-2x3x5x cos(ABC)

9 =9+ 25— 30cos(ABC)

9 = 34 — 30 cos(ABC)

30 cos(z@) =25

COS(@) = gg _2

6
De plus;
H —_—
BC.BA = | BO| x || BA|| Xcos(ABO)
5 25
= 5RBx o = =
X X 6 )

2. Comme H est le projeté orthogonal/de C' sur (AB). En appliquant le
théoreme de la projection orthogonale on obtient :

BC.BA—=BH x BA

2
& BH><BA=25

2
& BH><3:25

25 1 25
& BH=~—x-=—>~4/1
2><3 5 , 16cm

Exercice 20 :/ Dans un-plan rapporté a un repere orthonormé, placer les
points A(6;2) et E(1; —2).
1. Soit (d) la hauteur issue du sommet A dans le triangle AOFE.
Déterminer une équation cartésienne de la droite (d) et vérifier qu’elle
coupe 'axe z’x au/point B d’abscisse 2.

2. a) Calculer la distance du point F a la droite (AB)
b) Calculer AB puis déduire l'aire du triangle FAB.

3. Calculer, arrondi au degré pres, la mesure de I’angle BAE.



80 CHAPITRE 3. PRODUIT SCALAIRE : ROY AKIKI

4. Déterminer un systeme d’équations paramétriques de la droite (d')
passant par E et parallele a la droite (d).

5. On considere la famille de droite (D,,) d’équation :
(m+ 1)z +y+m+ 3 =0 oum est un parametre réel.

a) Démontrer que la famille de droite (D,,) passe par un point fixe F
dont on déterminera ses coordonnées.

b) Montrer que la droite (D,,) qui passé par le point C(—2;1) est
perpendiculaire a la droite (d”) dont'son systéme d’équations para-

métriques est (d”) : z = @tst

= t—1

Solution :

1."M(z;y) est un point quelquonque de (d) si et seulement si AM .Og =0
—
avec AM (z = 6;y — 2) et Og(l; —2)

& XX 4+YY' =0 (z—6)(1)+(y—2)(=2)=0
S r—6—2y+4=0 & x—2y—2=0

Alors I'équation de la hauteur (d) issue de A dans le triangle AOFE est
x—2y—2=0.
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Les coordonnées du point B intersection de (d) et 2’z vérifient le
r—2y—2 = 0 (1)

y = 0(2)
En remplacant y par sa valeur dans I’équation (1) en obtient z —2 = 0
soit x = 2. Par suite (d) coupe I'axe 2’z au point B d’abscisse 2.

systeme suivant :

2. a) Comme A et B appartiennent a (d) alors la droite/(d) est confondue
avec (AB) admettant pour équation x —2y — 2= 0, on calcule par
ce qui suit la distance du point E a la droite (AB):

_ |uzpvye + w|

d(E, (AB)) = d(E, (d))

Vu? Fu?
_re = 2yp 2
T VT
_1=2(=2) =2
B V5
CPHa=2f 3 3V6
IRV VA

b) On a A(6;2) et B(2;0) alors 1@(—4; —2) ce qui donne

|AB| £ AB=+/16 1 4 = V20 = 2//5.
L’aire du triangle AE B est donné par :

bxh _ AB x d(E,(AB))

AAEB: 2 2
3v6h  6x5
2D X ——
_ ) 5 __5
2 2
30 )
—10—3u

3. On a AE(—5; —4) alors AE = |AE| = 25 7 16 = VA1
BE(~1;-2) alors BE = | BE|| = T T 4.
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En appliquant le théoreme d’Al-Kashi on a
BE? = BA? + AE? — 2BA x AE x cos(BAE)
5 =20+ 41 — 2 x 25 x V41x cos(BAE)
5 = 61 — 4v/205 cos(BAE)
44/205 COS(B/A\EJ) = 56

_ 56
BAE) = —2_ 4058
cos(BAE) = -5
BAE ~ 11°

—
4. M (z;y) est un point quelquonque de (d') si et seulement si EM = t@

. r—1 —1
cequ1donne<y+2>—t<_2>

= —4t+1
soit z _ o i 5 - C’est un systeme d’équations paramétriques de

la droite (d') parallele & (d) et-passant par E.
5. a) A(a;b) est un point fixe appartenant a (D,,) équivaut a

(m+1la+b+m+3=0 S mat+a+b+m+3=0
& ma+1)4+a+b+3=0
C’est un polynome identiquement nul, il faut que ses coefficients
. , : . . ) a+1 = 0 (1)
soient nuls; on obtient le systeme suivant : { a+b+3 = 0(2)

L’équation (1) denne a+1 = 0 soit a = —1.

En remplacant a par sa valeur dans 1’équation 1’équation (2) on
obtient —14+b+3=0; b+ 2 =0 soit b = —2. Par suite le point
A(=1;—2) est le point fixe appartennant & (D,,) pour tout m € R

b) (D,,) passepar C(—2; 1) alors les coordonnées de C' vérifient 1'équation
de'(D,,) ce qui donne
(m+1)zc+yc+m+3=0
= m+1)(-2)+1+m+3=0
— 2m—2+414+m+3=0
= -m+2=0
— m=2
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Donc la droite (D,,) qui passe par le point C'(—2;1) est la droite
(D) de vecteur directeur 7([)2)(—1; —-3).

Par ailleurs le vecteur directeur de la droite (d”) est ¥ (47 (3; 1).

De plus (D) est perpendiculaire & (d”) si et seulement si 7( D2)- U (@) = 0.
En effet

V) Ty = XX +YY' = (=1)(3)+ (3)(1) = —34%3=0

Par suite (D3) est perpendiculaire a (d”) e qui montre que la droite
(D,,) passant par le point C'(—2;1) est perpendiculaire a la droite

(d”).

Exegice_> 21 : On considere le triangle ABC dans un repere orthonormé
(O, 1, j) tel que

CU W

6.

A(-2:3), B(~455). Of50)

Faire une figure

Ecrire une équation de la hauteur (d;) issue de A.

Ecrire une équation de la hauteur (dy) issue de B.

Calculer les coordonnées du point H orthocentre du triangle ABC'.
Vérifier que H appartient a la hauteur (ds) issue de C.

Calculer la distance du point I milieu de [AB] & (Dy).

Solution :
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—
1. Soit M(z,y) un point quelquonque de (d;), alors AM.B? = 0 avec
3
AM (z + 2,y — 3) et BC(O; -%).
L’égalité mB? donne :

3 3 9
9 +2) ~ Sy —=3) =0, 9z +18— Tyt =0

2 2
3 45
9x—§y+?:0; 18z =3y +45=0
6r —y+15=0

L’équation de (d;) est alors 6x —y + 15=0
. . S
2. Soit N(z,y) un point quelquonque de (ds), alors BN.@ = 0 avec
— 3
BN(a + 45y = 5) et AC(17=3).
—
L’égalité BN.%@ donne :
3 9
7(x+4)—3<y—§> =0,/ To+28-3y+5 =0
65
To—3y+ 5 =0, 14z —6y+65=0

L’équation de (d2) est alors 14x — 6y + 65 = 0

3. Le point H étant 'intersection de (dy) et (dz), ses coordonnées vérifient
le systeme suivant :

6r-y+15 = 0 (1)
145~ 6y +65 = 0 (2)

Multipliosns I’équation (1) par (—6), on obtient :

—36z+6y—90 = 0 (1)
14z — 6y +65 = 0 (2)

Ajoutons les deux équations membre a membre, on obtient :

25
—22x —25=0 it = ——
x soit 7
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Remplacons x par sa valeur dans 1’équation (1), on obtient :

5 75
6()—y+15=0; ——y+15=0

292 11
SECIST Nl A L
Y= T T 1
Par suite H <_25; 90).
22 11

4. H appartient a la hauteur (d3) si (HC') est perpendiculaire a (AB) ou

]—ﬁjﬁ = 0. En effet, Iﬁ (12325, _90> et 1@(—2; —g) De plus

11
135 90 -3
ﬁ.@—fx(—m—ﬁx ( 2)
sl
o1 1
Ce qui montre que H appartient a (ds) et H est 'orthocentre du triangle
ABC.
9
5. Le point I milieu de [AB] a pour, coordonées (—3; 4>.

La distance du point I & (d;) est donnée par
o Juxr 4 vy + w
u? + v?
9
‘&—&—1x4+1#

V36 + 1
9
1

d(L (d1>>

= u
V37 44/37
Exercice/22.: On donne dans un repere orthonormé (O,
5
A(ml),B@g4)etc7(2;7).

i, 7 ) les points

I

—_—
Trouver les équations des bissectrices intérieure et extérieure de BAC'.

Solution : Trouvons les équations des droites (AB) et _(—14_>C)
Soit M (x;y) _un point quelquonque de (AB) alors AM et 1@ sont coli-
néaires avec AM (x;y — 1) et ﬁ(él; 3) ce qui donne x x 3 —4(y — 1) =0 ou
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3r—4y+4=0.

Par suite ’équation de (AB) est 3z — 4y +4 = O.__>

Soit N(z;y) un point quelquonque de (AC) alors AN et 1@ sont colinéaires
— 5 5

avec AN(z;y — 1) et /ﬁ<2;6) ce qui donne z X 6 — i(y —1) =0 ou

122 — 5y +5 = 0.

Par suite 1’équation de (AC) est 12z — 5y + 5 = 0.

Si P(z;y) est un point quelquonque de la bissectrice de BAC on a

d[P,(AB)] =d [P, (AC)]

D’ou :
32 — 4y + 4 |12z — 5y 5|
VI6+9. /144 + 25
Alors

13[3z — 4y + 4| = 5122~ 5y + 5|

La premiere bissectrice a pour équation :
133z — 4y + 4) = 5(12z — 5y.+ 5)
39z — 52y + 52 = 60x — 25y + 25
21 + 27y — 27 = 0, soit/7Tx — 9y =9 = 0.

La deuxieme bissectrice a pour équation :
133z — 4y +4) = —5(12x —by + 5)
392 — H2y + 52 = —60x + 25y = 25
99x — 77Ty + 77 =0y s0it 9o — 7Ty +7=0
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Exercice 23 : Dans la figure ci-dessous :

e ABCD est un rectangle de coté BC = 6ecm et AB = 4cm.
e K est le milieu de [CD] et L est un point de [AD] tel'que AL = acm.
e F est le projeté orthogonal de L sur (BK).

Partie A :
1. Reproduire la figure qui sera complétée a la suite de I'exercice.
2. Apres avoir décomposé les vecteurs I?g et ﬁ Montrer que ﬁﬁ = 32 — Ga.
3. Calculer I@ﬁ en utilisant le projeté orthogonal et en déduire la
valeur de a si KF = 2\21—0
4. On considere que a = 4cm dans la suite de 1'exercice.
Montrer que cos(ﬁ(\B) - \gg
Partie B :
On considere le plan rapporté au repere (B,?, 7) tel que 7 = éB? et
7 = le—1>4 N est un point du segement [BC| tel que BN = m.
1. Montrer/que m* — 6m +16 = (m — 3)? + 7.
2. Prouver que le/repere (B, ?, 7) est orthonormé.
3. a. Trouver les eoordonnées des points : B, A, L, D, K et C.

—
b. Calculer en fonction de m le produit scalaire N A.m.

¢. Montrer que 'angle AND nest jamais droit.

Partie C : Dans cette partie, on suppose que xy = 3

1.

Montrer qu'une équation cartésienne de la droite (LN) est 3z —y — 8 = 0.
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. . ) . L. r = ot
2. Soit (d) la droite d’équations paramétriques : { y = 3t

a.

Déterminer les coordonnées du point G, intersection de (LN) et (d).

b. Placer le point G puis montrer que G est le centre de gravité du

triangle K BL.

3. a. Calculer les coordonnées de S le quatrieme sommet du parallélogramme
LKBS.
b. Soit S’ le symétrique de S par rapport & B.
Montrer que L, G et S’ sont alignés.
4. a. Trouver une équation cartésienne de la droite (BK') et en déduire
la longueur de LE
b. Calculer 'aire du parallélegramme K LSB
Solution de I'exercice :
Partie A :
1. Figure

A :an

:T_I__,-'—"’

2. D’apres la relation de Chasles on a ﬁ = ﬁ%—@ et ﬁ = ﬁjtﬁ,

il s’ensuit-que

KB.KL = (IT@JFC@).(ﬁJrﬁ)
— KC.KD+ KC.DL + CB.KD +CB.DI,

Or les vecteurs K (E et K 13 sont, deux vecteurs colinéaires et de sens

contraires ce qui donne KC.K
milieu de [CD] donc KC = KD =

—KC x KD. De plus K est le
Ch 4

5 =5 = 2cm, il en résulte que
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KC.KD = -

D’autre part les vecteurs l?g et ﬁ sont orthogonaux alors ﬁ ﬁ = 0.
En outre les vecteurs C@ et m sont orthogonaux donc C' ﬁ = 0.

Enfin les vecteurs C@ et lﬁ sont deux vecteurs colinéaires et de méme
sens donc CB.DI, = CB x DL avec CB = 6¢m et DI/= (6 —a)em ce

qui donne CB.DI = 6(6 —a).

Il s’ensuit que

KB.EKL=—4+6(6—a)

= —4+4 36 — 6a
=32—6a CQFD

3. Comme FE est le projeté orthogonal de L sur (BK) alors en appliquant
le théoreme de la projection orthogonale on obtient :

KB.KI ~KBEKE - KB x KE

Par ailleurs ﬁ ﬁ = 32 — 6a d’apres la question 2. Il en résulte que

KB x KE = 32 — 6a.

Pour calculer la longueur K B, on remarque que le triangle KCB est
rectangle en K alors d’aprés le théoréme de pythagore on a K B? = KC? + CB?
ce qui donne K B? = 4 + 36 = 40 soit KB = v/40 = 2/10 ¢m.

D’apres la relation trouvée: /X B X KE = 32 — 6a, on retrouve que :

2
210 % \/_—32—6a

4><10
5 =32—6a — 8=232-06a
= 60=32—-8 — 6a =24
24

— :—:4
“T %

Par suite a =4 cm

4. Pour a = 4cm, on trouve que

KB.KL =32 —6a

=32-6x4=32-24=8
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On a LDK est un triangle rectangle en D alors d’apres le théoreme de
pythagore : LK? = LD?>+ DK? = 4+4 = 8 soit LK = /8 =22 c¢m.
D’autre part

IXB) KB KL
cos -
| K B[ KL
_ 8 8
V10 %2v2 | 4v/20
8 1
T 4%X2y5 VB
Par suite COS(@) = \gg
Partie B

1. Ona (m—3)*+7=m?—06m+ 947 =m?— 6m + 16. Par suite
m*—6m 4+ 16 =.(m —3)2 +7

%
2. Ona (B i, > est un repere orthonormé si et seulement si || 4 || = || 7l

et ? est orthogonal a 7 En effet
NG -5 e -

7 T=13%4] = 3154 -

»JM'—@\»—

Par suite [ = | 7]
De plus on a

)
—ﬁ BA

El

)-e)m

e
X 0=0 car B? et BA sont orthogoanaux

ym‘*‘

Ce qui prouve que le repere (B , 1, ) est orthonormé.

3. a. Dans le repere (B, 7), 7) les coordonnées des points B, A, L, D, K
et C sont les suivantes : B(0;0) car le point B est 'origine du repere.
A(0;4); L(4;4), D(6;4), K(6;2) et C(6;0).
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b. D’apres la relation de Chasles on a ]Wél = J@%—B—ZX et ﬁ = ]ﬁ + @,
done NAND = (NB+BA). (NC + CD)
— NB.NC + NB.CD + BANG + BA.CD

Or ]Vg et ]Vg sont deux vecteurs colinéaires et ‘de sens opposés
done NB.NC = —NB x NC, par suite NB.NC/A —m(6 —m).

De plus N ‘E et @ sont deux vecteurs orthogonaux donc N ‘g C@ = 0.
Egalement Ezl et ]Vg sont deux vecteurs orthogonaux alors 531‘5 = 0.

Par ailleurs_I;A t @ sont deux vecteurs colinéaires et de méme
sens donc BA.CD = BAXx(CD =4 x4 =16
Enfin on retrouve que

NAND = —m(6 — )16
= —6m +m?+ 16 =m? — 6m + 16

4. Pour montrer que AND n'est pas droit, on résonne par absurde.
Supposons que 'angle AN D est droit alors 4V A. ]Vﬁ = 0 ce qui donne

m? — 6m + 16 = 0 or o’ apres la q6uest10n 1 dg la F})artle B on a
m- —6m + 1

Il s’ensuit que (m — 3)? + 7 = 0 ce qui-ést impossible par suite I'angle
AND nlest pas un angle droit:
Partie C :
1. M(z;y) est un point quelquonque, de (LN) alors les vecteurs m

— — —/ 4
et LN sont colinéaires avee LM (z — 4;y — 4) et LN (—3;4) donc
— —
det (LM, LN) = 0 ce qui donne

—4(m—4)+§(y—4):0
16

4
—4 16 ——=0
T + +3y 3

— 127 + 48 + 4y — 16 = 0
— 12z +4y+32=0
122 —4y —32=0
soit 3xr —y—8 =10
Donc I'équation de la droite (LN) est donnée par 3z —y — 8 = 0.
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2. Les coordonnées du point G intersection de (LN) et (d) vérifient le
systeme suivant :
3r—y—8 = 0 (1)
r = 5t (2)
y = 3t (3)
Remplacons x et y par leurs expressions dans (1) on-obtient :
3(5t) —3t—8=0

15t =3t —-8=0
8 2
S R
, : 2 10
L’équation (2) donne z =5 x 3=%
2
L’équation (3) donne y =3 X 3 ¥ 2

Par suite les coordonnées de G sonf 3; 2.

G est le centre de gravité du triangle K BL si et seulement si

_ YKk H+aptTL Yk tYB+ YL
rg= ———7—— et yg="+—-—-—"-—""-"-
3 3
4 1
Eneffeth+xB+xL:6+g+ :30::16(;.
24+04+4 6
DeplusyK+yz))B+yL_ A" :5:2:2%*

On en conclut que G est le centre de gravité du triangle K BL.

3. a. Ona S est lequatrieme sommet du parallélogramme LK B.S équivaut
a dire ﬁ = B?

4 {Xﬁ = X5 e | TLTTK = Ts—Ip
Yz Y&z Yo — Yk = Ys—YB

N 4—6 = rs — 0 N rs = —2
4-2 = ys—0 ys = 2
Par suite S(—2;2).

b. On a.5" est le symétrique de S par rapport a B équivaut a B milieu
de [SS].

& zp= rs + g ot s = Ys + ys
2 2
—2+4+zg9 2+ yg
s 0= — 0=
2 2

= 1’5/22 yS/:—2
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Par suite 5'(2; —2).
Les points L, G et S’ sont alignés si et seulement si les vecteurs Iﬁ

et LS sont colirééaires. N
En offet LC <—3; 0> et LS'(—2;—6).

X 9 2 1 1
DeplusXﬁzingx, ,eyﬁ f -
5 —2X 3 %/ 3 T 6 3
—
Ce qui prouve que Zre _ Id alors les vecteurs [ﬁ et LS’ sont
Xy Yig
colinéaires et ayant un point commun alors les points L, Get S’ sont
alignés.
4. L’équation de (BK) est de la forme y = axcar elle passe par I'origine O.
Par ailleurs a = 25 = 2 = ~ donc I'équation de (BK) s'écrit y = —x
rx 6 3 3

alors 1’équation cartésienne de (BK) est 3z —gy-= 0.
Comme FE est le projeté orthegonal de L sur (BK) alors LFE représente
la distance de L a la droite (BK') done

LE = d|[L,(BK)] = |3“9_+?f|

CI3x4—-4 0 8
. V10 VIO
£78V/1074v/10
10 %

u

5. L’aire du parallélogramme K LSB est donné par :
Axrsp = baxe X hauteur = BK x LE

Par ailleurs BE (6; 2)/doric BK = \/36 T4=1/10 = 2/10u.

\/ 8 10
Par suite Axpgs = 2v/10 X5 = 161>




