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Exercice 1 : Exponentielle.

Partie A : Résolution d’'une équation différentielle

1. Déterminer les fonctions définies sur R solutions de I'équation différentielle
(E1) :y"+2y'+y=0.

2. On considere I'équation différentielle (E2) :y"+2y'+y=x+3.

a. Vérifier que la fonction p définie sur R par p(x)=x+1 est solution de(E2).

b. Démontrer qu’une fonction g est solution de (E2) si, et seulement si,

la fonction g- p est solution de (E1).

c. Déduire de1.et 2.(b) les solutions de (E2)
d. Déterminer la solution générale de (E2) qui vérifie :g(0)=1 et g'(0)=2.
Partie B : étude d’'une fonction f et courbe représentative

On appelle f la fonction définie sur l'intervalle [0,+[ par :f(x)=x+1+xe™.
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére
Orthonormé (o.i, j) (unité graphique 2 cm).

1. a.

b.

DO o

f'et f* désignant respectivement les dérivées premiere et seconde def,
calculer, pour tout réel x,f'(x) et f(x).

. étudier le sens de variation de la dérivée f'.

Démontrer que, pour tout réel x, f'(x)>0.

. Calculer la limite de f en +.
. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
. Démontrer que la droite (D) d’équation y=x+1 est asymptote a (C) et préciser

la position relative de (D) et (C).
La courbe (C) admet en un point A une tangente paralléle a la droite (D).
Déterminer les coordonnées de A.

3. Démontrer que I'équation f(x)=2 admet sur [0,+[ une unique solution notée a,
puis vérifier que O<a<1.

4. a.

b.

Construire la droite (D), le point A défini au2. b, la courbe (C) et la tangente
en A a la courbe (C).
Donner par lecture graphique une valeur approchée de a.



Partie C : Recherche d’'une approximation décimale dex

X

e

1. Démontrer que, sur [0 ;+«[, 'équation :f(x)=2 équivaut a I'équation : =x.

X

e’ +1
2. On appelle h la fonction définie sur I'intervalle [0; 1] par :h(x)=f—+1.
e
a. Calculer h'(x) pour tout réel x de l'intervalle [0; 1] et réaliser le tableau
de variations de la fonction h.
b. En déduire que, pour tout réel x de [0; 1], h(x) appartient a [0; 1].
c. Calculer h"(x) pour tout réel x de l'intervalle [0; 1] et étudier le sens
de variations de h'.

d. En déduire que, pour tout réel x de [0; 1], on a 0 < h'(x) si

3. On définit la suite (un) NEN par :uo=0 et un.1=h(un) pour tout entier naturel n.
a. Demontrer que, pour tout entier naturel n,un appartient a I'intervalle [0; 1].
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, |Un+1_a|Si|Un_G|

c. En déduire que, pour tout entier naturel n, |un«1—a|< (i)"

puis que la suite(un) NnEN converge vers a.

d. Déterminer un entier p tel que u, soit une valeur approchée a 10 pres
de a et, a I'aide de la calculatrice, proposer une approximation décimale
de up a 10°® prés. Que peut-on en déduire pour a ?

Exercice 2 : Exponentielle.
Paﬁie A
* Etude d’'une fonction auxiliaire

La fonction d est définie sur ]-1 ;+[ par :d(x)=e'.
1. Calculer la fonction dérivée d'. En déduire les variations de d.
2. Déterminer les limites deden—-1 et en+«~.3.Montrer que, pour tout x>-1,
on a : O<d(x)<e.
Partie B
* Etude de la fonction f
Dans cette partie on s’intéresse a la fonction f définie sur I'intervalle ]—1 ;+[

X

par f(X)=x+1-ex!



On appelle (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé,
I'unité graphique étant 5 cm. On désigne par f'et f les dérivées premiére et
seconde de f.

1. Démontrer que la droite (D) d’équation y=x—-e+1 est asymptote a la
courbe(C).Préciser la position relative de (D) et (C).
2x+1

(x+D*

2. a. Pour xe€]-1 ;+<o[, calculer f'(x) et f"(x).Vérifier que f"(x)= eﬁ.
En déduire le sens de variations de f'.
b. Dresser le tableau de variations de f'.(On admettra que lim " (x) =lim f"(x) =1.)

3. Démontrer que I'équation f'(x)=0 admet sur ]-1 ;+[ deux solutions dont
'une est 0.Dans la suite du probléme, on notera a la solution non nulle.
Veérifier que -0,75<0a<-0,7.

4. a. Etudier les variations de f.

b. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
c. Dresser le tableau de variations de f

Partie C

* Prolongement de la fonction f en -1

On considére la fonction g définie sur ]-1 ;+«[ par :

g(-1)=0 et g(x)=f(x) pour tout x>—1. On appelle (C') la courbe représentative

de la fonction g dans le repére de la partie B.

1. Montrer que g est continue en -1.
g(x)—g(=1) :1_1(Leﬁ)_

2. a. Montrer que I'on peut écrire
x—(=1) x x+1

b. Pour x€]-1 ;+«[, déterminer la limite lorsque x tend vers—1 de %puis
X

de al e,
x+1
c. En déduire que g est dérivable en - 1 et préciser son nombre dérivé g'(-1).

3. Construire (D) et (C'). Préciser les tangentes a (C') aux points d’abscisses -1, a, 0.




Exercices 3 : fonction exponentielle.

On considere, dans cette partie, la fonction numérique f définie sur IR par : f(x)=

(x-D(1+e™). On note (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé

(0.i, j) d’unité graphique 4 cm.

1. a. Calculer f'(x) et f*(x) pour tout x reel.

. Etudier le sens de variation de la fonction f'.

En déduire le signe de f'(x),x appartenant a IR.

. Déterminer le sens de variation de f.

. Préciser les limites de f en +~ et en —.

. Montrer que la droite (A) d’équation y=x—1 est asymptote a la courbe(C) en+.

. Etudier le position relative de la courbe (C) et de la droite (A).

. Déterminer I'abscisse du point de (C) ou la tangente est paralléle a (A).

. Ecrire une équation de cette tangente (T).

5. Tracer dans le repére (0.i, ), les trois courbes (C), (A) et (T). On se limitera aux
points dont I'abscisse est comprise entre 0 et 4.

6. Pour tout x réel supérieur ou égal a 1, on considére E I'ensemble des points M du
plan, de coordonnées (t;y) vérifiant1 <t<x,t—1<y<f(t).
Exprimer, a 'aide d’'une intégrale, I'aire de 'ensemble E (on ne cherchera pas a
calculer cette intégrale), en unités d’aire.

Partie B

TOOTODT®OTE

Pour tout nombre réel x supérieur ou égal a 1, on note A(x) I’intégralej(t—l)e*’dr.

1. Préciser le sens de variation sur l'intervalle [1 ;+«[ de la fonction A(>1<) qui, a X
Associe A(x).

2. Montrer a l'aide d’'une intégration par parties, que A(X)=é—xe‘x.

3. Calculer limite A(x) quand x—+<o.

4. a. Montrer que I'équation d’inconnue x réelle A(x)=i admet une seule solution a

dans l'intervalle [1 ;+.
b. Vérifier que : 2,6<a<2,7.
5. Soit h la fonction définie sur [1 ;+«[ par :h(x)=1+In(2x).
a. Justifier que h est croissante sur [1 ;+].

b. Montrer que I'équation A(x)=2i équivaut a I'équation h(x)=x
e

6. On considére les deux suites (un) et (vn) définies par :uo=2, vo=3 et pour tout entier
Naturel n,un+1=h(un) et var1=h(vn)-
(On admettra que pour tout entier naturel n,un et v, appartiennent a l'intervalle [1 ;+«])
a. Etablir par récurrence que, pour tout entier naturel N:Un<VA<A<Unt1<Vnyt.
(On pourra utiliser la croissance de la fonction h).

b. En déduire une valeur approchée de a & 10 prés, par défaut.



Exercice 4 : Fonction exponentielle .
On considere les fonctions f et g définies sur IR par :

f(x)=1+1 — et g(x)= n L —. On note C et I les courbes représentatives des fonctions
e

+e
f et g dans un repére orthonormé (0.i, j). (unité graphique 4 cm).
A. Etude des fonctions f et g
1. a. Etudier les variations de f sur IR.
. Calculer les limites de f en +« et —~. Préciser les éventuelles asymptotes a C.

Prouver que le point Q de coordonnées(O,%) est centre de symétrie de C.

.On note T la tangente a C au point Q. Déterminer le coefficient directeur de T.
. Représenter T et C.

. En observant que, pour tout nombre réel x, on a g(x)=f(—x) , montrer que lest
'image de C par une symétrie que I'on déterminera.

PO O TP

(o}

de C par une autre symétrie que I'on déterminera.
c. Déterminer le coefficient directeur de la tangente T'a Nau point Q.
d. Représenter T'et 'sur la figure de la question 1.
B. Calcul d’'une aire

On note I=| f(t)dt et J=] g(t)dt.

1. En utilisant I'égalité de la question A. 2. b. calculer I+J.

el‘

. 1 o
2. a. Montrer que, pour tout nombre réel t’ﬁ peut s’écrire sous la forme
+

1+e'
b. En déduire une primitive G de g sur IR, puis la valeur de J.
3. Calculer la valeur de |.
4. a. Prouver que, pour tout nombre réel x appartenant a [0 ;+<[, f(x)<g(x).
b. On note A I'ensemble des points du plan dont les coordonnées (x;y) vérifient
O<x<1 etf(x)<y<g(x)
On note A l'aire, exprimée en cm2, du domaine A. Exprimer A en fonction de | et J.
Donner une approximation décimale de A a 102 prés.
C. Etude d’une fonction définie par une intégrale
On considere les fonctions h et H définies sur [0 ;+[ par :

h(x)=e*In( 1+&) et HXx)=| h(t)dt.
1. a. Montrer que, pour tout nombre réel x appartenant a [0,+ <[ h(x) est strictement
positif.
b. En déduire que H est strictement croissante sur [0,+][.
2. On note h' la fonction dérivée de h.
Vérifier que, pour tout nombre réel x appartenant a [0 ;+«[, h(x)=h'(x)+g(x).
En déduire H(x) en fonction de x.

3. a. Vérifier que, pour tout nombre réel x appartenant & [0,+[, h(x)="*¢")

—X

En déduire la limite de h en +.
b. Déterminer la limite de H en +«. Prouver finalement que
lim [H(x)—-x]=1-2In2.Interpréter graphiquement ce dernier résultat.

5

. Vérifier que, pour tout nombre réel x, on a f(x)+g(x)=1. En déduire quelest 'image



Exercice 5 : fonction exponentielle.
Partie |
Soit a et b deux nombres réels. La fonction ¢ est définie sur R par :@(x)=(ax+b)e™.
1. a. Calculer @'(x) et @"(x).
b. Vérifier que, pour tout réel x: @(x)=—¢"(x)—2¢'(x).
2. Démontrer que ¢ admet une primitive®, définie sur R par :®(x)=(Ax+B)e™ ou
A et B sont des nombres réels que I'on exprimera a l'aide de a et b.
3. Déterminer a et b pour que :@(0)=5 et ¢'(0)=-3.Donner alors@’'(x),p"(x) etd(x).
Partie Il
Le plan est muni d’un repére orthogonal (0.i, j). L'unité graphique est de 2 cm sur I'axe

des abscisses et de 1 cm sur I'axe des ordonnées. Soit f la fonction définie sur R par :
f(x)=(2x+5)e™. On note (C) la courbe représentative de f.

1. Déterminer les limites de f en —~ et en +«.Donner une interprétation graphique de
cette deuxieme limite.

2. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la courbe (C) avec les axes
du repere.

3. Calculer f'(x), déterminer le signe de f'(x) et donner le tableau des variations de la
Fonction f.

4. Soit | le point de la courbe (C) d’abscisse—%.Une équation de la tangente (T) a la

courbe (C) au point | est y=g(x). Déterminer g(x).
5. On pose d(x)=f(x)—g(x).

a. Etudier le sens de variation de d’, calculer d'(_?l) et donner le signe de d".

b. Etudier le sens de variations de d, calculer d(_?l) et donner le signe de d.

c. Donner la position de la tangente (T) par rapport a la courbe (C).

. Tracer la courbe (C) et la tangente (T).

. Soit a un réel strictement positif. On note A(a) I'aire en cm? de la région du plan
limitée par I'axe des abscisses, la courbe (C) et les droites d’équations

~N O

x=—§et X=0.
2

Calculer A(a). (On peut éventuellement utiliser le résultat de la partie I.)
Déterminer la limite de A(a) quandatend vers +«,



Exercice 6 :Fonction exponentielle.
Partie A étude préliminaire : mise en place d’'une inégalité.
1. Le plan est muni d’un repére orthonormé (o.i, j).On désigne par A | a droite
d’équation y=x+1 et par I'la courbe d’équation y=e*.
a. Que représente la droite A pour la courbe ?
b. Tracer dans le repére(0.i, j) la droite A et donner l'allure de T
2. a. Démontrer que pour tout réel t, e'>t+1. Interpréter graphiquement ce résultat.
b. En déduire que pour tout réel t, e'+t+1>2, et que pour tout x de R™ on a:

1 inx+1>2.
X

Partie B étude d’une fonction.
On consideére la fonction g définie sur ]0 ;+«<[ par g(x)=(x+1)Inx.
On appelle C la courbe représentative de g dans le plan muni d’'un repére orthonormé
(0,u,v) (unité graphique : 2 cm).
1. a. Etudier le sens de variations de g en utilisant la partie A.
b. Déterminer les limites de la fonction g en 0 et en +<.
2. a. Déterminer une équation de la tangente D a C au point d’abscisse 1.
b. On appelle h la fonction définie sur ]0 ;+«[ par :h(x)=g(x)—-2x+2.étudier le sens de
variations de h. On pourra utiliser la question A 2 b.
En déduire le signe de h(x) suivant les valeurs de x.
c. étudier la position de C par rapport a D.
3. Tracer C et D dans le repére (0,u.v).

n+l

4. Pour tout n de N*, on pose Un= | g(x)dx.

a. Donner une interprétation géométrique de Un.
b. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul on a :g(n) <Un<g(n+1).
c. En déduire le sens de variation de la suite (Un).
d. La suite (Un) est-elle convergente?
Partie C étude d’une primitive.
G désigne la primitive de g sur ]0 ;+«[ qui s’annule en 1.0n a donc : pour tout x

appartenant a l'intervalle ]0 ;+<[, G(x)=f[ g(t)dt.

1. Quel est le signe de G(x) suivant les valeurs de x?
2. Calculer G(x) a l'aide d’'une intégration par parties.
3. Déterminer les limites de G en 0 et en +<.



Exercice 7 : Fonctions et intéqgrales.

PARTIE A

Soit la fonction ¢ définie dans IR parg(x)=e*+x+1.

1. Etudier le sens de variation de ¢ et ses limites en +«~ gt —,

2. Montrer que I'équationg(x)=0 a une solution et une seule a et que I'on a:
-1,28<0<-1,27

3. En déduire le signe de@(x) sur IR.

PARTIE B

Soit la fonction f définie sur IR par f(x)= xil et (C) sa courbe représentative dans un
e

repére orthonormé (0., j) du plan (unité graphique : 4 cm).

e p(x)
(e"+1)? "
. Montrer que f(a)=a+1 et en déduire un encadrement de f(a).

. Soit T la tangente a (C) au point d’abscisse 0. Donner une équation de T et étudier
la position de (C) par rapport a T.

. les limites de f en += et —~. Démontrer que la droite D d’équation y=x est
asymptote a (C) et étudier la position de (C) par rapport a D.

. Faire le tableau de variations de f.

. Tracer sur un méme dessin (C), T et D. La figure demandée fera apparaitre les
points de (C) dont les abscisses appartiennent a [-2 ; 4].

PARTIE C
On considére la fonction g, définie sur [0; 1] par :g(X)=In(1+e")

On note (L) la courbe représentative de g dans le repéré(o.i, ), | le point défini par

ol =i, Ale point d'abscisse 0 de (L) et B son point d’abscisse 1.
1. Etudier brievement les variations de g.
2. Donner une équation de la tangente en A a (L).
3. On note P l'intersection de cette tangente avec le segment [IB].
Calculer les aires des trapézes OIPA et OIBA.
4. On admet que la courbe (L) est située entre les segments [AP] et [AB]. Montrer

alors que :In2+i <[gdx<in(\2(+e).

—

. Montrer que :f'(x)= En déduire le sens de variation de f.

A~ wWnN
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5. Au moyen d’une intégration par parties, justifier que : [ f(x)dx =In(1+e) - [ g(x)dx.

6. En déduire un encadrement de | f(x)dx.



Exercice 8 : Exponentielle et suite.
|- Soit la fonction g définie sur R, qui a tout x associe : g(x)=e"(x—1)+x".
1. a. Montrer que la dérivée de la fonction g sur R est g'(x) = x(e* +2).
b. Déterminer les limites de g en +« et en —«.
c. Etudier le signe de g'(x) sur R, et dresser le tableau de variation de g sur R.
2. Montrer que I'équation :g(x)=0 admet une solution a et une seule sur l'intervalle

[0 ;+[. Montrer que a est dans l'intervalle I=[%,1];

X

e

lI- Soit la fonction f définie sur [0 ;+[ par :f(x)= —
e X

1. Montrer que les équations :f(x)=x et g(x)=0 sont équivalentes sur [0 ;+[,et que,

par suite, 'équation f(x)=x admet a pour solution unique sur I.

2. a. Calculer la dérivée de f et en déduire le sens de variation de f sur [0 ;+].

b. Déterminer la limite de f en +,

c. Dresser le tableau de variation de f.

d. Construire la courbe représentative C de f sur [0 ;+«[ dans un repére
orthonormé (unité 2 cm). On indiquera en particulier les tangentes a C aux
points d’abscisses 0 et 1.

1]
1. Montrer que, pour tout x appartenant a I,f(x) appartient a I.

2. Soit la suite (u,), définie par u, =% et u,, = f(u,)pour tout entier n>1.

n+l

a. Montrer que, pour tout nEN’,unEl.
b. Montrer que, pour tout x €1, |f’(x)|s%.
c. En appliquant le théoréme de I'inégalité des accroissements finis, démontrer que :
pour tout n>1,|un—a|< %|un—1—a|.
d. En déduire, par un raisonnement par récurrence, que pour tout n €N,
1
un—al< )"

e. En déduire que (un) converge vers a.



