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Exercice 1 : Suite

1
On considére la suite numérique 1, =j|n(1+ x")dx avec neIN” etx>0
0

1- Calculer 1, et 1,
2- Montrer que 1, >0, pour tout n
3- Montrer que la suite (1,) est décroissante.

4- En déduire que cette suite est convergente.
5- Soit la fonction f(x) = In(1+x)—x ou X est un reel dans l'intervalle [0,1].

a- Etudier les variations de f(x)sur [0,1]
b- Déduire que f(x) <0 etque In(1+x")<x"
c- Déduire la limite de (1,).

Correction

1
1) I, = [In(2)cbx = In( 2)x]; =n 2
]

et v=x donc

1
Etl = []n( 1+ x)dx par parties u=In(1+x) et v'=1, u'= -
] .

1 1 1
x 1
I, = us]s — [w'vax =xin(1+ 0], — [ —— d=xn(1+ )], — [ (1 —)dbx = xln(1+x) —x+I(1+ )] =2l 21

: 1x+1 1Y 1+x

2)xz0=x"20=1+x"21=h(l+x")20er O<ldonc I, 20
0£x21=2 02" £x" = 1+x™ 21+ x" erona ln eroissante done n( 1+ x™ ) sn(l+x" =1, =1,

4) I, decroissante et minoree par 0 donc elle est convergente.

5) a- f'(-\'}=L—1= X <Qcar x20
1+x 1+x

b- A(0)=ln1-0=0 er f décroissante donc flx)= £ =0
Ona0=x"=ldonc fix™ =0 alors {1+ x™) =< x"

1 n+l
L x 1
c- 0<J, < [x"dv="—]) =— donc 0 <lim I, <lm
Ty n+1 n+1 e U ma 4]

=0alorslm I, =0




Exercice 2 : Suite convergente:

2n
Soit la suite (u,) définie sur IN"par u, =21:1+i+...+i
=k n n+l 2n
-3n-2

A-1) Montrerque u,,, -u, =———————
n(2n+2)(2n+1)

et déduire le sens de variations de (u,).

2) Montrer que (u,) est convergente.
B- Trouvons la limite de cette suite.

Soit la fonction f(x) = ;+In(—) x>0

n+l
1) a- Justifier que 1. 1olx =
n+1 X n

n+1

b- Verlflerquej dx_——f(n)

c- En déduire que 0< f(n) <
n(n+1)

. . P 2n 1

2) Soit la suite (S,)définie par s, _;k(kﬂ)

a- Montrerque 0< f(n)+ f(n+1) +...+ f(2n) < S,

1 _a, b
x(x+1) x x+1

b- Deéterminer a et b tels que pour tout x différent de 0 et de 1 on a:

n+1
n(2n +

c- Endéduire que S, = )et déterminer lim Zf(k)
d- Vérifier que i f(k)=u, —In(2+ﬁ)
k=n

e- Déterminer la limite de (u,).

Correction
A-1D) u, FUNL IV S S —(l+ ! +...+i)= 1 1
) n+l n+2 2n m+l 2m+2 m n+l 2 2+l m+2 =
Pl LD Pl CApt A —Dp— s
_n +2n+2n" +n—4An —4n-21n 2_ In—2 <0 Donc n:zestdécmissante
(2n+1(2n+2) n(2n+12n+2) '

2) u,est la somme de termes positifs alors «,>0, elle est decroissante et minorée

[Donc elle est convergente.
1 1 1

B-l-a)nEx=n+l= —=_=_= [—rf '=1l‘ (fx'if (ﬁ:}—]H [ —dr<— ]:!
n+l .T n ntl . o 1+l o n
nl
1 1
Donc = [—(f.ri—
n+l | x i}
+1 1
b) [ aH—]n\]H —ta(n +1)—In( ) = Jn(” ) = —In j1}=——f(n}.
n n



1" 1
5[—_dx£— donc

c)
n+1 . 7]

-:_:l_f(n)il:}—l —li—f(n)iﬂﬂ[]f_if(n)i
n+l n 4] n+l n

n(r:+1)-
2-a)0=fim=

ef 0= fin+D) = !

— ot et 0= f(2) E ———
n(n+1) (m+1n+2) 2n(2n +1)
Ajoutons membre a membre : 0 < f(m) + f(n+D+_+ (2 =S,.
1 ax+a+bx ]’a+b:[ﬁl ]’azl
Ax+1) x+1) la’=] lb =-1
c)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
L= + +o+ == + - + - +o.
i+l (m+Dn+2) 2n(2n+1) n n+l n+l n+2 n+2 n+3
1 _1+1_ 1 1 1 _2qn+l-n_ n+l
n—=1 2»n 2n 2n+l n 2n+l n(2n+l) n(2n+1)
fim S, = lim —

]

= 0er alors 0<lm ¥ f(K)<0 donc lim > f(K) =0.
@ Ln etz -

2n

2n+1

1 1 7 1 a n+1 1
d) Zf(ﬁ:)=f(r:r)+f(n+1)+...+f(2n}=E+]n( FT+1)+n+]+]n( +,})+...+_}—n+]n(

)

n+
=u, +In{ n(p +D(n+2)...(2n-1)(dn)

. Y=, +In{
' (m+D(n+ 2. .(2n2n+l) '

€) tim if(.t) =0 done

=i

o] 2n+1 1
=u, —In =u,—In(2+=).
2??+1) " ( ] ) " ( n)

1 1
fim [z, —In( 2+ =)] =0 = lim #, =lm I(2+—)=In 2.
= i = = Fi



